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5Re´sume´. Dans cet ouvrage nous allons re´sumer nos activite´s de re-
cherche depuis l’obtention du titre de docteur a` l’Universite´ du Que´bec
a` Montre´al. Ces recherches ont eu lieu aupre`s de et ont e´te´ possibles
graˆce a` de nombreuses institutions que nous remercions : le BRICS
a` l’Universite´ de Aarhus, le PIMS et le De´partement d’Informatique
de l’Universite´ de Calgary, le LaBRI de Bordeaux et, enfin, le Labo-
ratoire d’Informatique Fondamentale de Marseille et l’Universite´ de
Provence.
Nous souhaitons illustrer comment la notion de structure, alge´brique
et d’ordre, peut eˆtre un guide fructueux dans l’e´tude de sujets im-
portants de l’informatique tels que les processus concurrents et les
logiques modales et temporales pour la ve´rification des syste`mes in-
formatiques.
Abstract. In this work we shall synthesize the research activity we
have accomplished since we received the PhD title at the University
of Que´bec in Montre´al. These researches have been developed at and
made possible through several research institutions that we would like
to thank : the BRICS at Aarhus University, the PIMS and the De-
partment of Computer Science of Calgary University, the LaBRI at
Bordeaux, and finally the Laboratoire d’Informatique Fondamentale
in Marseilles and the University of Provence.
We aim at showing how the notion of algebraic and order structure
can be a fruitful guide in the study of relevant subjects of computer
science, such as concurrent processes and the modal and temporal
logics that are of use in verification of computer systems.
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Chapitre 0
Avant-propos
Dans ce chapitre nous allons rappeler brie`vement le sujet de the`se de
notre doctorat [74] ; nous exposerons ensuite les the`mes de recherche que
nous avons aborde´s apre`s l’obtention du titre de docteur.
The`se de doctorat. Il s’agit en [74] d’e´tudier la the´orie des µ-treillis, c-
a`-d. la the´orie obtenue de la the´orie des treillis par l’ajout des ope´rateurs
pour les plus petits et plus grands points fixes. C’est une the´orie de Horn,
car ses axiomes comprennent des e´quations – celles des treillis – et des im-
plications d’e´quations – qui axiomatisent les points fixes, il s’agit des re`gles
induction de Park [40]. E´tant donne´e la nature de cette the´orie, les objets
libres existent dans la classe de ses mode`les. Parce que plusieurs proprie´te´s
de la the´orie se re´duisent a` des proprie´te´s des objets libre, nous avons e´tudie´
ces derniers. Les re´sultats majeurs obtenus et pre´sente´s dans l’article [79]
sont la de´cidabilite´ du proble`me du mot et la comple´tude de la the´orie par
rapport a` la se´mantique naturelle des treillis complets.
La the´orie des µ-treillis peut eˆtre vue comme un µ-calcul tel que de´fini
en [4]. Sa pre´sentation, inspire´e de la combinatoire des jeux, a conduit Andre´
Arnold a` baptiser ce calcul ✭✭ le µ-calcul des jeux de parite´ ✮✮. L’interpre´tation
canonique de ce µ-calcul porte sur la classe des treillis complets.
Deux the`mes majeurs de recherche e´mergent de notre the`se de doctorat,
d’abord l’e´tude des points fixes extreˆmes des fonctions monotones (ou crois-
santes), puis les treillis. Ils seront approfondis dans la suite des nos travaux.
Les points fixes extreˆmes des fonctions monotones. Pour comprendre
l’inte´reˆt de tels objets, rappelons comment ils interviennent en ve´rification
et en se´mantique.
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La plus-part des logiques conc¸ues pour la ve´rification automatique des
syste`mes informatiques – comme par exemple PDL, CTL, CTL∗ et le µ-
calcul propositionnel modal – sont des extensions de la logique proposition-
nelle multimodaleK, cette dernie`re e´tant aussi connue sous le nom de logique
de Hennessy et Milner. Ces extensions sont caracte´rise´es par l’ajout, implicite
ou explicite, de plus petits ou plus grands points fixes des certaines formules.
L’objectif ainsi atteint est celui d’e´tendre la puissance expressive de la logique
multimodale K. Cette logique ne permet pas d’exprimer des proprie´te´s fort
inte´ressantes pour la the´orie du calcul – comme l’existence d’un bloquage, la
suˆrete´ et la vivacite´. Par contre ces proprie´te´s deviennent exprimables dans
les extensions de la logique K par points fixes.
Du coˆte´ de la se´mantique, la notion de point fixe extreˆme posse`de une
ge´ne´ralisation naturelle, celle d’alge`bre initiale et de coalge`bre finale d’un
foncteur. Nous utilisons ici le langage de la the´orie des cate´gories, qui nous
semble plus approprie´ dans un cadre se´mantique. Pour faciliter la lecture,
rappelons d’ailleurs que dans le cadre plus syntaxique de la the´orie des types
on appelle types inductifs les alge`bres initiales des foncteurs, et types coin-
ductifs les coalge`bres finales. Or, il est bien connu que l’e´tude des types in-
ductifs est un et un seul avec l’e´tude de la re´cursion primitive et structurelle.
D’autre part, re´cemment l’informatique the´orique s’est fortement inte´resse´e
aux notions duales, les types coinductifs et la core´cursion. Les types coin-
ductifs sont ceux qui permettent de de´crire les ensembles d’objets infinis, par
exemple les flots infinis et les arbres infinis. Re´sultat de cet inte´reˆt est une
e´le´gante the´orie capable de donner une formalisation des concepts tels que
syste`me, comportement, et bisimulation.
Les treillis. Rappelons qu’un treillis est un ensemble ordonne´ tel que tout
sous-ensemble fini posse`de une plus grande borne infe´rieure et une plus petite
borne supe´rieure. En introduisant les ope´rations binaires ∧ – la plus grande
borne infe´rieure de deux e´le´ments – et ∨ – la plus petite borne supe´rieure
de deux e´le´ments – il est possible d’organiser les treillis en tant que classe
de mode`les d’un syste`me alge´brique. Le lecteur reconnaˆıtra dans les treillis
un syste`me alge´brique capable de mode´liser la conjonction et la disjonction
de la logique. Pour nous il s’agit de bien plus qu’une similarite´ ou proximite´,
ce syste`me alge´brique e´tant a` notre avis une condition ne´cessaire de toute
e´tude logique.
La pre´ce´dente est une assertion qui, possiblement, a plus un caracte`re
philosophique que scientifique. D’ailleurs, elle a l’avantage de proposer un
point de vue diffe´rent, alternatif et comple´mentaire a` d’autres approches de
la logique qui sont plus connues. Nous pensons d’abord a` l’approche de la
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logique qui the´matise comme fondamentale la proce´dure d’e´limination des
coupures [46]. Nous pensons aussi a` l’approche qui pose comme point de
de´part de la logique les relations de conse´quence entre propositions [42].
Reconnaˆıtre un roˆle principal aux treillis en logique comporte a` la fois
une reconnaissance de l’inte´reˆt de la the´orie des ensembles ordonne´s pour
la logique. Notre travail te´moigne de cet inte´reˆt, par exemple dans notre
re´flexion autour du the´ore`me de comple´tude du µ-calcul – voir [89] et le
Chapitre 4. Dans notre parcours de recherche, la lecture du ce´le`bre article
[94] nous a amene´ a` de´couvrir l’article jumel et presque me´connu [35]. C’est
ce dernier travail qui nous a dirige´ a` comprendre le roˆle fondamental, dans
le cadre d’une preuve de comple´tude, de la relation (4.3) qui exprime le plus
petit point fixe comme le supremum de ses approximations.
Cet espace re´serve´ aux treillis en logique est aussi te´moin de l’inte´reˆt des
me´thodes alge´briques en logique. Nous ne sommes pas satisfaits du simple
fait qu’une logique puisse avoir une se´mantique alge´brique et re´putons que
l’existence de cette se´mantique doit eˆtre un point de de´part et non d’arrive´e.
Concre`tement, la se´mantique alge´brique d’une logique doit eˆtre capable d’ex-
ploiter des techniques alge´briques – pouvant eˆtre nouvelles ou emprunte´s
d’autres mathe´matiques plus proche de l’alge`bre – pour obtenir des re´sultats
d’inte´reˆt propre a` la logique. C’est dans cette direction que nous avons trouve´
inte´ressant de travailler. Nous ferons alors l’exemple de la Proposition 4.1.1
qui apporte au µ-calcul propositionnel modale la pre´cieuse proprie´te´ de la
sous-formule et dont la preuve repose sur la notion alge´brique d’objet pro-
jectif.
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Chapitre 1
Postdoc, en queˆte d’un poste
L’objectif de ce chapitre est de re´sumer les the`mes de recherche poursuivis
en suite a` l’obtention du titre de docteur et avant la nomination en tant que
Maˆıtre de Confe´rences a` l’Universite´ de Provence.
1.1 Logique et points fixes
Les hie´rarchies. Le premier re´sultat que nous avons obtenu apre`s l’obten-
tion du titre de docteur porte sur la hie´rarchie d’alternance des points fixes
dans la the´orie des µ-treillis (ou bien dans le µ-calcul des jeux de parite´) :
dans [76] on de´montre qu’elle est infinie.
Rappelons d’abord le proble`me dans sa ge´ne´ralite´. Dans les µ-calculs les
ope´rateurs µ et ν pour les plus petits et plus grands points fixes se comportent
de fac¸on analogue aux quantificateurs de la logique du premier ordre. Il est
possible alors de de´finir des classes de formules Σn,Πn, Comp(Σn,Πn), n ≥ 0,
qui mesurent l’entrelacement (ou alternance) entre ces quantificateurs. La
classe Σ0 = Π0 est la classe des formules sans point fixes, Comp(Σn,Πn) est
la cloˆture de Σn ∪ Πn sous la substitution, Σn+1 (resp. Πn+1) est la cloˆture
de Comp(Σn,Πn) sous l’ope´rateur µ de plus petit point fixe (l’ope´rateur
ν de plus grand point fixe). Ces classes formelles sont organise´es selon les
inclusions suivantes :
13
14 CHAPITRE 1. POSTDOC, EN QUEˆTE D’UN POSTE
On se demande alors si, par rapport a` un domaine se´mantique spe´cifie´, les
quantificateurs µ et ν sont utiles et jusqu’a` quel point on peut les e´liminer.
Plus pre´cise´ment, on se demande s’il existe une constante C ≥ 0 telle que,
pour tout n ≥ C et toute formule φ ∈ Σn ∪ Πn, φ soit e´quivalente a` une
formule φ′ dans la classe ΣC ∪ ΠC . Un des premiers re´sultats apparus dans
la litte´rature [54] statue que les ope´rateurs pour les points fixes peuvent
eˆtre comple`tement e´limine´s si on se restreint a` la se´mantique des treillis
distributifs : dans ce cas, toute formule est e´quivalente a` une formule de la
classe Σ0, c-a`-d. ne contenant pas des points fixes. Aussi, toute formule du µ-
calcul propositionnel modal est e´quivalente a` une formule de la classe Σ2∪Π2
si on se restreint a` conside´rer les mode`les de Kripke dont la seule relation de
transition est fonctionnelle [4, §5] ou transitive [62]. Un important re´sultat
dans l’historique du µ-calcul propositionnel modal fut obtenu par Bradfield
[26] et Lenzi [61] qui montre`rent que la hie´rarchie d’alternance du µ-calcul
modal est infinie si l’on conside`re tous les mode`les de Kripke – c-a`-d., cette
constante C n’existe pas.
Nous avons pre´sente´ en [76] un re´sultat analogue pour le µ-calcul des jeux
de parite´ e´tudie´ dans notre the`se de doctorat. Ce re´sultat peut se re´sumer
en disant qu’une telle constante C n’existe pas si on conside`re les µ-formules
construites des ope´rations ∧,∨, µ, ν ainsi que leur interpre´tation naturelle
dans la classe de tous les treillis complets.
Ce re´sultat, obtenu pendant notre se´jour au Danemark, nous a mis en
correspondance avec M. Arnold, auteur d’une importante monographie sur
le µ-calcul [4] et auteur lui-meˆme d’une preuve assez subtile et originale
du the´ore`me de Bradfield et Lenzi [2]. Deux ans plus tard nous avons mis
en place avec M. Arnold une collaboration voue´e a` e´tudier la structure de
la hie´rarchie d’alternance dans le µ-calcul des jeux de parite´ et dans le µ-
calcul propositionnel modal [5, 6]. L’objet e´tudie´ dans ce travail sont les
classes diagonales ou ambigue¨s ∆n des formules qui sont e´quivalentes a` la
fois a` une formule dans Σn+1 et a` une autre dans Πn+1. Nous avons pose´
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la question de l’e´galite´ entre ∆n et Comp(Σn,Πn). La re´ponse diverge pour
les deux µ-calculs pris en conside´ration. Elle est affirmative pour le µ-calcul
des jeux de parite´ : si une formule φ est e´quivalente a` une formule dans
Σn+1 et a` une autre dans Πn+1, alors elle est e´quivalente a` une formule dans
Comp(Σn,Πn). Cette proprie´te´ s’ave`re par contre fausse pour le µ-calcul
propositionnel modal.
Alge`bre modale et alge`bre des points fixes. La logique proposition-
nelle modale [23] se trouve a` l’intersection entre logique strictement dite
et alge`bre. Proble`mes et outils classiques de la logique posse`dent dans ce
contexte une traduction plus ou moins imme´diate dans le langage de l’alge`bre.
Cette traduction peut d’ailleurs eˆtre assez utile dans le sens inverse et ap-
porter des solutions logiques a` des proble`mes alge´briques.
Le µ-calcul modal propositionnel e´tant une extension de la logique modale
K, nous avons pose´ la question de savoir si on peut de´velopper un point
de vue, des conside´rations, et des outils alge´briques sur le µ-calcul. Cette
recherche d’une approche alge´brique au µ-calcul a e´te´ en meˆme temps motive´e
par le constat que d’autres travaux poursuivaient un meˆme effort – avec
succe`s mais aussi en pre´sentant des limites. Nous pensons par exemple a`
l’interpre´tation de Pratt [72] de la me´thode des filtrations pour le PDL.
Notre travail a e´te´ mis en route par l’observation que plusieurs syste`mes
alge´briques et logiques, qui incluent des plus petits points fixes, posse`dent
une axiomatisation par e´quations qui remplace l’axiomatisation usuelle par
implications d’e´quations [66, 91, 71]. Nous avons alors propose´ en [75, 82] une
me´thode ge´ne´rale pour axiomatiser par e´quations le plus petit point fixe d’une
fonction. Cette me´thode – dont l’application est contrainte par l’existence
d’un couple de la forme (⊗,⊸) satisfaisant la relation d’adjonction comme
dans la logique line´aire – peut eˆtre conside´re´ comme une ge´ne´ralisation de
l’axiomatisation de Pratt de la logique des actions ; elle montre qu’on peut
donner au µ-calcul propositionnel modal une axiomatisation ne contenant pas
des re`gles de de´duction autres que celles de modus ponens et la ne´cessitation.
Cette remarque posse`de comme conse´quence que les mode`les alge´briques
du µ-calcul propositionnel modal forment une varie´te´ d’alge`bres, ce qui est
une classe de mode`les avec des tre`s bonnes proprie´te´s. En particulier, dans
ce type de mode`les, la notion de congruence y est bien de´finie et valable a`
e´tudier.
Nous avons par conse´quent e´tudie´ les congruences du µ-calcul proposi-
tionnel modal [78] en arrivant a` re´interpre´ter le the´ore`me de de´duction du
µ-calcul en terme de la proprie´te´ des congruences principales de´finissables par
e´quations (EDPC) de l’alge`bre universelle [24]. Ce parcours nous a expose´
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aux proble´matiques de´crites dans la monographie [45] reliant les mode`le-
comple´tions a` la structure des congruences. En particulier, les axiomes pro-
pose´e dans cette monographie, qui assurent l’existence d’une the´orie qui soit
mode`le-comple´tion de la the´orie originaire, sont satisfaits par les congruences
du µ-calcul. Bien que celui-ci soit un chemin qui reste a` explorer presque
en entier, des e´changes d’ide´es avec un des auteurs de cette monographie a
abouti a` une collaboration [44] qui porte d’ailleurs sur un un sujet connexe au
µ-calcul seulement de loin – il s’agit du proble`me de la de´cidabilite´ conjointe
de deux the´ories se´pare´ment de´cidables.
1.2 Alge`bres initiales et coalge`bres finales des
foncteurs
Un proble`me implicite et qui reste ouvert dans notre the`se [74] est de
relever les re´sultats sur les µ-treillis libres aux cate´gories. Il ne s’agit pas
d’une volonte´ ge´ne´ralisatrice abstraite : la ne´cessite´ de parcourir ce chemin
s’impose du de´part de notre recherche qui est une contribution a` une the´orie
ge´ne´rale de la communication, the´orie qui repose sur la notion de cate´gorie
bicomple`te libre [53, 51, 52]. Rappelons alors la pre´sentation des µ-treillis
libres par les jeux et les strate´gies gagnantes. Pour G et H deux termes de la
the´orie de µ-treillis, te´moin que la relation G ≤ H est vraie dans tout mode`le
est une strate´gie gagnante pour un des deux joueurs dans un jeu 〈G,H〉 ;
on appelle ce dernier ✭✭ jeu de communication ✮✮ et une strate´gie gagnante
✭✭ strate´gie de communication ✮✮. La the´orie de la communication ne peut pas
se contenter de connaˆıtre de l’existence d’une strate´gie de communication
dans le jeu 〈G,H〉, l’objectif e´tant de classifier les diffe´rentes strate´gies. Le
contexte est tre`s proche et semblable de la se´mantique des jeux pour les
langages de programmation ou` l’impe´ratif c’est de distinguer les programmes
diffe´rents. Passer du point de vue des ensembles ordonne´s au point de vue
des cate´gories est une fac¸on possible pour re´pondre a` cet impe´ratif.
Rappelons donc ce passage des ensembles ordonne´s aux cate´gories1 qui
se fait en admettant l’existence de te´moins d’une relation x ≤ y ; un te´moin
est une areˆte de la forme g : x −→ y. Apre`s ce passage, les ope´rations ∧
et ∨ des treillis prennent la forme de produit × et coproduit +. Nous avons
de´ja` mentionne´ dans l’avant-propos que la notion de plus petit point fixe
d’une fonction monotone se ge´ne´ralise a` celle d’alge`bre initiale d’un foncteur ;
1Formellement, ce passage revient a` conside´rer un ensemble ordonne´ comme une
cate´gorie ayante au plus une areˆte entre deux objets.
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e´tudions ce point de plus pre`s. Un point pre´fixe d’une fonction monotone
f : C −→ C est un e´le´ment c ∈ C tel que f(c) ≤ c. En passant aux
cate´gories, une alge`bre d’un foncteur F : C −→ C est un couple (c, ξ) ou` c
est un objet de C et ξ est une areˆte de C de la forme ξ : T (c) −→ c. Comme
l’ensemble des point pre´fixes de f est ordonne´ et on s’inte´resse a` son e´le´ment
minimum, les alge`bres de F forment une cate´gorie dont s’inte´sse a` son objet
initial. La notion coalge`bre finale d’un foncteur ge´ne´ralise celle de plus grand
point postfixe de fac¸on analogue.
Nous avons par conse´quent introduit la notion de cate´gorie µ-bicomple`te,
qui rele`ve aux cate´gories celle de µ-treillis. Une telle cate´gorie posse´dera
les produits et coproduits finis et les alge`bres initiales et coalge`bres finales
des foncteurs de´finissables (par des µ-termes). En [81] nous avons pre´cise´
comment la cate´gorie des ensembles est une cate´gorie µ-bicomple`te. Dans
cet autre contexte nous montrons l’utilite´ de la notion combinatoire de jeu
de parite´ et son lien direct avec l’alge`bre cate´gorielle : on prouve que la
de´notation d’un µ-terme dans la cate´gorie des ensembles est rien d’autre que
l’ensemble des strate´gies gagnantes de´terministes dans le jeu de parite´ qui
est une traduction directe du µ-terme.
En [77] nous avons essaye´ une ge´ne´ralisation directe des re´sultats de [74].
En prenant un chemin explore´ en premier par Lambek [57, 58, 56], nous avons
repre´sente´ les strate´gies de communication comme preuves d’un calcul des
se´quents qui a` premie`re vue peut apparaˆıtre bien simple. La subtilite´ de ce
calcul consiste dans le fait que ses preuves ne sont plus porte´es par des arbres
mais par des graphes qui possiblement contiennent des cycles. Les preuves
sont donc circulaires. Le re´sultat principal est alors que ces preuves ont une
de´notation unique dans toute cate´gorie µ-bicomple`te, ce qui montre – nous
aimons dire – la virtuosite´ des cercles vicieux en logique.
Une autre fac¸on de regarder ce calcul des preuves circulaires est de le
conside´rer comme une syntaxe pour de´finir des fonctions par induction et
coinduction, en sachant que ces fonctions seront bien de´finies dans la cate´gories
des ensembles (et dans toute autre cate´gorie µ-bicomple`te). De ce point de
vue, ce travail montre une limite importante : nous montrons qu’ils existent
des areˆtes de la cate´gorie µ-bicomple`te initiale qui ne sont pas repre´sentables
dans le calcul des preuves circulaires ou par des strate´gies a` me´moire borne´e.
C’est donc une diffe´rence importante vis-a`-vis du contexte des µ-treillis, ou` il
e´tait suffisant, afin de trouver un te´moin de la relation G ≤ H, de conside´rer
les strate´gies a` me´moire borne´e dans le jeu 〈G,H〉.
Cette de´couverte nous a convaincu de l’importance d’e´tudier la puissance
expressive des cate´gories µ-bicomple`tes libres. Cet objectif a e´te´ aborde´ en
[33], ou` nous avons repris et enrichi des re´sultats de´ja` pre´sents en litte´rature
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[1, 28, 69]. Nous explicitons la relation entre induction, coinduction et fonc-
teurs adjoints, et montrons que toute fonction re´cursive primitive, dans un
sens plus large que celui de [28], est de´finissable comme image d’une areˆte la
cate´gorie µ-bicomple`te initiale. Un proble`me naturel qui se pose dans ce le
contexte des cate´gories µ-bicomple`te libres, ou` des types d’ordres supe´rieurs
(i.e. certains espaces de fonctions) sont de´finissables par coinduction, est
de savoir si la fonction de Ackermann soit de´finissable comme image d’une
areˆte de la cate´gorie µ-bicomple`te initiale. Bien que quelques chercheurs aient
re´pondu dans le sens positif, nous ne sommes pas convaincu de cette re´ponse
et attendons une version e´crite de cette pre´tension.
Pour finir, nous regrettons que le sujet de recherche que nous venons d’ex-
poser – qui nous a valu un expose´ invite´ dans un groupe de travail de´die´ au
sujet [80] – n’ait pas rec¸u plus d’attention par la communaute´ scientifique
franc¸aise. Nous avons souvent rec¸u l’impression que les recherches autour
des cate´gories ne sont pas appre´cie´es par nos colle`gues et qu’elle ne sont pas
juge´es valables le temps qu’on lui de´die. Nous ne sommes pas e´videmment
d’accord avec ce type de jugement. Meˆme en reconnaissant que le roˆle – en in-
formatique et mathe´matiques – de la the´orie des cate´gories est surestime´ par
certaines communaute´s anglophones, nous voulons reconnaˆıtre a` cette the´orie
deux fonctions importantes. D’abord il s’agit d’une cadre mathe´matique na-
turel pour e´tudier les langages de programmation type´s, ce cadre e´tant a`
notre avis souvent bien plus adapte´ que la the´orie des types et la the´orie
des preuves. Deuxie`mement, la the´orie des cate´gories est une boite a` ou-
tils mathe´matiques d’une puissance surprenante, comme nous le montrerons
dans le Chapitre 4 ; il s’agit de bien plus qu’un meta-langage. Ignorer cette
boite a` outils, qui est baˆtie sur une tradition centenaire de mathe´matiques,
reviendrait a` renoncer a` la reine dans une partie d’e´checs.
Chapitre 2
MdC, en queˆte de ve´rite´
Dans ce chapitre nous allons exposer notre activite´ de recherche depuis
la nomination a` Maˆıtre de Confe´rences a` l’Universite´ de Provence.
Une partie importante de cette recherche a e´te´ voue´e a` deux the`mes.
Le premier porte autour de la concurrence, car il s’agit d’e´tudier des struc-
tures mathe´matiques qui mode´lisent les processus distribue´s et paralle`les, qui
peuvent avoir un acce`s concurrent a` des ressources : il s’agit des structures
d’e´ve´nements [100]. Le deuxie`me the`me est pour nous un peu plus classique,
car il porte sur le µ-calcul propositionnel modal [54], une logique de point-fixe
que nous avons e´tudie´ en utilisant des outils alge´briques.
Ces the`mes ne seront pas traite´s dans ce chapitre, car ils seront appro-
fondis dans les deux chapitres qui suivent. Ici nous nous focaliserons sur nos
recherches autour de la the´orie des treillis, et sur notre activite´ d’encadre-
ment a` la recherche en exposant les re´sultats obtenus avec notre e´tudiant de
doctorat Walid Belkhir.
2.1 Permutoe`dres et d’autres treillis
Depuis notre the`se nous avons de´veloppe´ un inte´reˆt particulier pour la
the´orie des treillis et sommes devenus un lecteur assidu de monographies sur
le sujet [21, 47, 41]. L’ouvrage [41], bien que de´die´ aux treillis libres qui,
en ge´ne´ral, sont infinis, propose aussi un nombre important de remarques
sur les treillis finis. Presque au meˆme temps – et aussi un peu par hasard –
nous avons de´couvert un ensemble de travaux [30, 29, 32, 31, 22] qui e´tudient
certains treillis finis dont les e´le´ments sont des objets classiques de la combi-
natoire : les permutations, les multipermutations, les arbres et les groupes de
re´flexions. Observons que la plus-part de ces travaux se situent a` l’inte´rieur
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de la tradition franc¸aise d’e´tude des treillis1, te´moigne´e par exemple par
la monographie [9]. Cette de´couverte a e´te´ pour nous l’occasion de mettre
a` l’e´preuve nos connaissances the´oriques sur des exemples concrets et bien
inte´ressants ; aussi elle nous a donne´ la possibilite´ de comparer et appre´cier
deux traditions et sensibilite´s scientifiques assez diffe´rentes, nord-ame´ricaine
l’une et franc¸aise l’autre.
Une motivation ulte´rieure pour nous pousser a` l’e´tude des treillis finis
constitue´s d’objets combinatoires est venue de [14]. Dans cet article une re-
lation forte entre treillis et re´e´criture est e´tablie ; on y sugge`re qu’un syste`me
de re´e´criture puisse eˆtre efficacement e´tudie´ a` l’aide des proprie´te´s d’ordre
de son graphe d’e´tats et transitions. Nous avons fait de cette suggestion un
des objectifs du projet SOAPDC, que nous pre´senterons dans le Chapitre 3.
Illustrons par l’exemple cette relation, en conside´rant les permutations
sur n e´le´ments, ou` n ≥ 1 est fixe´. E´crivons les permutations sous la forme
de mot, par exemple le mot 12 . . . n de´signera la permutation identite´. Pour
i, j ∈ { 1, . . . , n }, on re´e´crit une permutation uijw a` la permutation ujiw si
i < j. Toute permutation peut s’engendrer a` partir de la permutation identite´
par applications successives de cette loi de re´e´criture. La figure 2.1 exemplifie
ce syste`me de re´e´criture avec n = 4 ; une areˆte relie deux permutations qui
sont respectivement source et but d’une re´e´criture.
Il s’ave`re que le graphe d’e´tats et transitions de ce syste`me de re´e´criture
est le diagramme de Hasse d’un ensemble ordonne´ bien connu, il s’agit de
l’ordre faible de Bruhat sur les permutations. En plus cet ordre est un treillis,
connu en litte´rature comme le Permutoe`dre Pn sur n e´le´ments.
Nous avons donc abouti a` l’e´tude des treillis Pn, n ≥ 1, et des treillis des
multipermutations L(v), v ∈ Nn.2 Ces treillis ont e´te´ assez e´tudie´s et plusieurs
proprie´te´s sont connues ; par exemple, il s’agit de treillis semidistributifs [60]
et borne´s [30] au sens de [63]. Le re´sultat principal de [87] est une se´paration
entre les the´ories e´quationnelles des treillis Pn, n ≥ 0 – des re´sultats ana-
logues e´tant valables pour les treillis L(v). On trouve des e´quations en, n · 1,
(dans la signature de la the´orie des treillis) telles que, pour tout n ≥ 0 et
m ≥ 0, Pn |= em si n ≤ m et Pn 6|= em si m < n. Nous ne de´taillerons pas
la nature de ces e´quations, nous mentionnerons seulement que ces e´quations
sont un miroir alge´brique d’une proprie´te´ structurelle des treillis finis, la lon-
gueur des D-chaˆınes de join-irre´ductibles. Rappelons qu’un e´le´ment j d’un
1Cette tradition est a` l’origine de ce qu’on appelle aujourd’hui l’analyse formelle des
concepts [43], un outil qui devient de plus en plus indispensable dans l’analyse des bases
de donne´s.
2Rappelons que Pn = L(1
n) ou` 1n est le vecteur in Nn avec seulement des 1. Ici, nous
ne de´taillerons pas la nature des treillis L(v).
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Fig. 2.1 – Le treillis P4 des permutations sur { 1, 2, 3, 4 }.
22 CHAPITRE 2. MDC, EN QUEˆTE DE VE´RITE´
treillis L est join-irre´ductible si toute e´criture j = a ∨ b est triviale, c-a`-d.
j = a ou j = b. On peut toujours reconstruire un treillis fini a` partir de l’en-
semble J(L) des ses join-irre´ductibles et d’une structure combinatoire sur
cet ensemble, appele´e son OD-graphe [65]. La relation D ⊆ J(L)× J(L) est
une trace de l’OD-graphe et peut se de´finir comme suit : jDk si j 6= k et il
existe q ∈ L tel que j ≤ k ∨ q et j 6≤ k′ ∨ q si k′ < k. Le re´sultat alge´brique
de se´paration revient alors a` l’observation suivante, qui a plus un caracte`re
combinatoire : toute chaˆıne de la relation D ⊆ J(Pn)×J(Pn) a une longueur
au plus n− 2, cette longueur maximale e´tant atteinte.
Un proble`me implicite e´tudie´ dans l’article [87] est de donner une ca-
racte´risation combinatoire, a` l’aide de l’OD-graphe, de la notion de semi-
distributivite´. La recherche expose´e dans l’article [85] est une re´flexion sur
ce the`me et apporte une nouvelle caracte´risation de la semidistributivite´.
Cette caracte´risation, sugge´re´e par le travail [31], relie de pre`s la notion de
semidistributivite´ a` celle de confluence propre de la re´e´criture. Le re´sultat
majeur peut donc se re´sumer comme suit. Nous montrons que les areˆtes du
diagramme de Hasse d’un treillis semidistributif peuvent eˆtre ordonne´es de
fac¸on a` obtenir un autre ensemble partiellement ordonne´ qui est somme dis-
jointe de treillis semidistributifs. Cette construction rappelle l’ope´ration de
de´rivation en calcul, d’ou` le choix du titre de l’article [87].
Ce re´sultat est assez technique pour en juger de maintenant la valeur.
Pour nous, il s’agit d’abord d’exposer un nombre d’observations non tri-
viales qu’on a rassemble´es le long d’un parcours de recherche dont l’ob-
jectif est une compre´hension intime des permutoe`dres Pn. Il est possible-
ment plus inte´ressant d’expliquer quelles sont nos attentes quand on parle
de compre´hension intime des treillis de permutations. Un objectif le´gitime,
e´tant donne´ notre formation de logicien, est d’axiomatiser les permutoe`dres,
en classifiant d’une fac¸on ou de l’autre les identite´s valides dans tous ces
treillis. Une question plus pertinente a` l’alge`bre, mais qui ine´vitablement
s’entrelace au proble`me de l’axiomatisation des permutoe`dres, est de com-
prendre l’universalite´ de ces treillis : est il vrai que tout treillis semidistributif
se plonge dans un (produit de) treillis de permutations ?
La porte´ des questions pre´ce´dentes peut eˆtre affaiblie, avec l’avantage
d’introduire dans notre re´flexion des aspects ge´ome´triques et combinatoires
qui sont au centre des mathe´matiques contemporaines : il s’agit de chercher
une caracte´risation des treillis que nous aimerions appeler ge´ome´triques.3 Ex-
pliquons ce point : il est bien connu que les objets combinatoires qui nous
3Malheureusement, notre souhait ne peut pas eˆtre satisfait car la notion de treillis
ge´ome´trique posse`de de´ja` une autre se´mantique.
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inte´ressent – les permutations sur n e´le´ments, les arbres binaires sur n lettres,
et les ge´ne´ralisations respectives sugge´re´s par la the´orie des groupes de Coxe-
ter – posse`dent une re´alisation ge´ome´trique en tant que polytopes convexes
[101]. Or il est dans l’esprit de l’article [85] que plusieurs notions ge´ome´triques
– la notion de facette, par exemple – peuvent se de´finir purement a` l’aide de la
notion alge´brique de semidistributivite´. S’impose alors la question suivante,
celle de caracte´riser les treillis semidistributifs qui, comme les Permutoe`dres
et les Associae`dres4, posse`dent une telle re´alisation ge´ome´trique.
Remarquons pour finir que re´fle´chir autour de ce type de questions n’as-
sure pas d’atteindre les objectifs pre´fixe´s, car en principe les questions pour-
raient eˆtre assez difficiles a` re´soudre. Cette remarque ne devrait pas d’ailleurs
nous empeˆcher de parcourir ce chemin qui pre´sente d’autres avantages. Ces
questions nous ont amene´ a` discuter a` plusieurs reprises – et avec beaucoup
de satisfaction – avec deux spe´cialistes du domaine, Claude Barbut et Henry
Crapo. Aussi, la the´matique autour de la caracte´risation combinatoire des
treillis de Coxeter nous a donne´ la possibilite´ mettre en place une fertile
collaboration avec notre colle`gue et voisin de bureau, Fre´de´ric Olive.
2.2 L’encheveˆtrement dans les jeux de parite´
Nous exposerons en suite les re´sultats obtenus en collaboration avec Walid
Belkhir, e´tudiant de doctorat en informatique qui a travaille´ sur le sujet
alge`bre et combinatoire pour les jeux de parite´. Cette section a donc aussi
pour but de documenter notre travail d’encadrement doctoral.
Le sujet de the`se e´tant de´libe´re´ment ge´ne´rique, nous avons eu d’abord la
possibilite´ d’e´tudier les travaux de Berwanger et al. [15, 18, 19, 16] sur la
hie´rarchie des variables dans le µ-calcul modal. La finalite´ de ces travaux est
de comparer la puissance expressive de deux logiques, la logique des jeux [70]
et le µ-calcul propositionnel modal [54]. La conjecture naturelle e´tant que le
µ-calcul est plus puissant que la logique des jeux, Berwanger et al. observent
qu’une preuve de cette conjecture ne pourra pas venir a` l’aide des mesures
de complexite´ usuelles comme l’alternance entre points fixes extreˆmes. En
sachant que l’encodage de la logique des jeux dans le µ-calcul modal peut se
faire en utilisant seulement deux variables lie´es (par les ope´rateurs de point
fixe), les auteurs utilisent le nombre de variables lie´es comme nouvelle mesure
de complexite´ d’une formule et de´finissent ainsi la hie´rarchie des variables.
Pour se´parer les deux logiques, il suffit de chercher des formules du µ-calcul
modal qui ne sont pas e´quivalentes a` des formules avec au plus deux variables
4Ces derniers sont les treillis d’arbres binaires, aussi connus comme treillis de Tamari.
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lie´es. Berwanger et al. montrent un re´sultat plus fort, car ils construisent
des formules Kn avec n variables lie´es qui ne sont e´quivalentes a` aucune
formule ayant un nombre strictement plus petit de variables lie´s. Dans leur
travail la notion fondamentale d’encheveˆtrement5 est de´finie. Il s’agit en effet
d’une traduction combinatoire de la mesure logique qui quantifie le nombre
de variables lie´es. Cela s’explique comme suit : le graphe sous-jacent a` un
syste`me d’e´quations aura un encheveˆtrement au plus n si et seulement si il
aura une solution formelle par des µ-termes ayant au plus n variables lie´es.
L’encheveˆtrement est donc une mesure de complexite´ sur les graphes dirige´s,
dont l’inte´reˆt est te´moigne´ aussi par le re´sultat suivant : pour n fixe´, les jeux
de parite´ dont le graphe des positions et mouvements a un encheveˆtrement
au plus n, peuvent se re´soudre en temps polynomial [17].
C’est autour de ces travaux que nous avons formule´ quelques questions
pour notre e´tudiant de doctorat et pour nous meˆme.
La premie`re porte sur la reconnaissance des graphes d’encheveˆtrement au
plus n. En effet, il s’ave`re difficile ou impensable d’utiliser les algorithmes de
solution des jeux de parite´ propose´s en [17] si on ne peut pas calculer l’en-
cheveˆtrement d’un graphe de fac¸on efficace. Avant nos travaux seulement une
caracte´risation des graphes d’encheveˆtrement au plus n e´tait connue. Dans
le travail [11] nous avons donne´ une caracte´risation de la classe des graphes
non dirige´s d’encheveˆtrement 2 et propose´ un algorithme pour reconnaˆıtre si
un graphe appartient a` cette classe ; cet algorithme marche en temps line´aire
dans le nombre de sommets du graphe. Rappelons cette caracte´risation : un
graphe non dirige´ connexe a encheveˆtrement au plus 2 si et seulement si
chaque composante biconnexe posse`de un ensemble de sommets, de taille 2,
qui est un recouvrement des areˆtes et, en plus, les points d’articulations de
cette composante appartiennent a` cet ensemble. Cette caracte´risation sugge`re
donc un lien fort entre les notions de connexite´ de dimension supe´rieure, cy-
clicite´, et encheveˆtrement. Ce lien a e´te´ l’objet d’e´tude d’un chapitre de la
the`se [10], ou` on essaie de relever la caracte´risation pre´ce´dente aux graphes
biconnexes d’encheveˆtrement 3. Le point de de´part est l’utilisation d’une
de´composition arborescente analogue a` celle des composantes biconnexes et
points d’articulations, il s’agit de la de´composition de Tutte [96] des graphes
biconnexes en composantes triconnexes, cycles et se´parateurs ✭✭ hinge ✮✮. Le
chapitre montre a` la fois l’inte´reˆt et les limites d’un tel parcours.
La deuxie`me question porte sur la hie´rarchie des variables dans d’autres
µ-calculs. En effet, cette hie´rarchie peut se de´finir pour n’importe quelle
5Nous traduisons, dans cette Section, le mot anglais ✭✭ entanglement ✮✮ par le mot franc¸ais
encheveˆtrement. Autres traductions sont possibles, par exemple intrication, terme utilise´
en physique quantique, ou` entortillement.
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the´orie logique ayant au moins un ope´rateur de point fixe, par exemple pour
une the´orie d’ite´ration [25]. D’autre part, la hie´rarchie des variables raffine
strictement une autre hie´rarchie bien connue, celle induite par la hauteur des
e´toiles de Kleene et par les ope´rateurs d’ite´ration [39, 27, 48]. Par conse´quent,
montrer que la hie´rarchie des variables est infinie implique – dans la plus
part de cas – que la hie´rarchie de la hauteur des e´toiles est aussi infinie. On
de´veloppe ce type de conside´rations dans la the`se [10].
En poursuivant un chemin assez difficile ayant la responsabilite´ d’un
e´tudiant de doctorat, nous nous sommes conduit avec prudence, en amenant
la recherche sur un terrain a` nous assez connu, le µ-calcul des jeux de parite´
[74, 79, 76, 6]. Nous documentons les re´sultats de cette recherche par l’in-
clusion dans l’appendice A.7 de l’article [12], dont un re´sume´ [13] apparaˆıtra
dans les comptes rendus de la confe´rence LPAR 2008.
Rappelons que ce µ-calcul est une the´orie des treillis avec points fixes
extreˆmes ; c’est en effet la meˆme chose parler µ-calcul des jeux de parite´ et de
la the´orie des µ-treillis. Les objets de ce µ-calcul – i.e. les e´le´ments syntaxiques
analogues des µ-termes – sont les jeux de parite´ avec des positions finales ou`
le jeu est de´clare´ match nul ; l’interpre´tation de ce µ-calcul est sur la classe
de tous les treillis complets. Le re´sultat principal obtenu dans l’article [12]
peut se re´sumer comme suit : ils existent des jeux de parite´ Gn, n ≥ 1, tels
que (i) l’encheveˆtrement (du graphe des positions et mouvements) de Gn est
n, (ii) si H est un jeu qui est e´quivalent a` G quand il est interpre´te´ dans
un treillis complet arbitraire, alors son encheveˆtrement est au moins n − 2.
Conse´quence plus ou moins directe de (i) et (ii) est que la hie´rarchie des
variables pour ce µ-calcul est infinie.
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Chapitre 3
Autour des structures
d’e´ve´nements
3.1 Le projet SOAPDC
En avril 2005 une e´quipe1 de jeunes chercheurs, dont je me porte res-
ponsable, propose a` l’agence Nationale de la Recherche franc¸aise un projet
de recherche intitule´ Structures d’Ordre et Applications au calcul Paralle`le,
Distribue´ et Concurrent. Ce projet est ensuite retenu et finance´ par l’Agence.
Nous renvoyons le lecteur au volet descriptif du projet [92] pour connaˆıtre en
de´tail ses finalite´s ; nous nous limiterons ici a` rappeler les aspects qui nous
ont plus occupe´s.
Disons d’abord qu’une structure d’e´ve`nements est un ensemble de donne´es
mathe´matiques dont la vocation est de mode´liser les e´tats globaux d’un
syste`me informatique comme e´tant constitue´s d’e´ve´nements locaux concur-
rents. Ces donne´es comprennent d’abord un ensemble (d’e´ve´nements) or-
donne´ (par la relation de causalite´). Dans une suite de se´minaires Remi
Morin nous a pre´sente´ un nombre de proble`mes ouverts autour de la combi-
natoire des structures d’e´ve´nements : d’abord la conjecture de Thiagarajan
[49] et, puis, le proble`me du bon e´tiquetage [7]. Nous avons reconnu dans
ces proble`mes une excellente opportunite´ de recherche, d’un coˆte´ car cela
pre´sente un de´fi mathe´matique en nous obligeant a` mettre a` l’e´preuve notre
expertise des ensembles ordonne´s en dehors de son contexte habituel, la lo-
gique, et d’ailleurs car il posse`de une forte ouverture sur les applications.
Pour expliquer ce dernier point, rappelons qu’un ve´rificateur de mode`les2est
1Cette e´quipe est forme´e par Re´mi Morin, Peter Niebert, Paul Ruet, Emmanuel Godard
et Luigi Santocanale.
2Il s’agit de POEM, de´veloppe´ par Peter Niebert.
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a` pre´sent de´veloppe´ au sein du Laboratoire d’Informatique Fondamentale
de Marseille, dont la caracte´ristique est d’exploiter la mode´lisation par en-
sembles ordonne´s afin de re´duire le couˆt d’explorations de l’espace d’e´tats
d’un syste`me concurrent.3Une conse´quence souhaite´e de l’e´tude combinatoire
des structures d’e´ve´nements est de de´velopper des algorithmes implantables
dans ce type d’outils.
3.2 Le proble`me du bon e´tiquetage
Nous avons pris a` coeur le proble`me du bon e´tiquetage des structures
d’e´ve´nements. Nous allons exposer ce proble`me pour ensuite pre´senter un
re´sultat qui a e´te´ assez appre´cie´ et qui a donne´ lieu a` un certain nombre
de publications [84, 86, 88]. L’exposition qui suivra a sugge´re´ la forme de la
version journal [90] de ce travail que nous incluons en appendice.
Les structures d’e´ve´nements constituent un mode`le e´le´mentaire des pro-
cessus concurrents, introduit de´ja` en [67]. Voici leur de´finition.
De´finition 3.2.1. Une structure d’e´ve´nements est un triplet E = 〈E,≤,⌣〉
ou` :
– 〈E,≤〉 est un ensemble ordonne´, tel que, pour tout x ∈ E, l’ensemble
{ y ∈ E | y ≤ x } est fini,4 la relation ≤ e´tant appele´e causalite´,
– ⌣ ⊆ E × E est une relation binaire syme´trique et irre´flexive, appele´e
conflit, telle que x⌣y et y ≤ z implique x⌣z.
Observons que x⌣y implique que x, y n’ont pas une borne supe´rieure et,
en particulier, ne sont pas comparable selon l’ordre de causalite´. En effet,
si x, y ≤ z et x⌣y, on pourrait de´duire z⌣z, une contradiction avec la
condition d’irre´flexivite´.
Introduisons maintenant les comple´ments de la relation de conflit, et
d’autres relations qui seront d’aide pendant l’e´tude des structures d’e´ve´nements :
– la concurrence faible : x⌢≃y ssi non x⌣y,
– la concurrence : x⌢y ssi x⌢≃y etx, y ne sont pas comparable selon l’ordre.
– le conflit minimal : x⌣y ssi (i) x⌣y, (ii) x′ < x implique x′⌢≃y, et
(iii) y′ < y implique x⌢≃y′.
Observons que tout couple en conflit est au dessus d’un couple en conflit
minimal : x⌣y implique x′ ≤ x et y′ ≤ y pour quelque couple x′, y′ tel que
3Cette approche du proble`me de l’explosion du nombre d’e´tats, appele´ de re´duction
d’ordre partiel, peut se faire remonter aux travaux de McMillan [64].
4Dans la suite nous conside´rerons des structures finies seulement, de fac¸on que l’en-
semble { y ∈ E | y ≤ x } est toujours fini.
3.2. LE PROBLE`ME DU BON E´TIQUETAGE 29
x′⌣y′. Nous pouvons alors pre´senter les structures d’e´ve´nements de fac¸on
concise, en donnant seulement les couples en conflit minimal ; tout autre
couple en conflit est en effet de´termine´ par ces conflits minimaux. Nous allons
illustrer ce point par l’exemple suivant, tire´ de [7].
Exemple 3.2.2. Conside´rons la structure d’e´ve´nements E = 〈E,≤,⌣〉, ou`
– E = { a, b, c, d, e, f, g },
– ≤= { (a, d), (a, e), (b, e), (b, f), (c, f), (c, g) },
– ⌣ = { {a, g}, {d, g}, {e, g} }.
Dans le diagramme
a b c
d e f g//////

//////

/////

lllllllllllllllll
lllllllllllllllll
il apparaˆıt le diagramme de Hasse de la relation de causalite´ et, traite´ par la
double ligne, le seul couple en conflit minimal, a⌣g.
Nous allons ensuite discuter de quelle fac¸on les structures d’e´ve´nements
mode´lisent les processus concurrents. Soit
I = {X ⊆ E | y ≤ x ∈ X implique y ∈ X } ,
la collection des sections initiales de 〈E,≤〉 et posons
D = {X ∈ I | X est un clique par rapport a` ⌢≃ } .
On appelle un e´le´ment de D une configuration de E . Or, D(E) = 〈D,⊆〉 est
lui meˆme un ensemble ordonne´ que nous appellerons le domaine associe´ a` E .
Une configuration encode l’historique d’un calcul globale dans une struc-
ture d’e´ve´nements : il s’agit d’une collection d’e´ve´nements locaux qui, deux
a` deux, sont ou bien l’un dans l’histoire de l’autre (c-a`-d. comparable par
l’ordre de causalite´), ou bien ils ont le droit de se de´rouler en paralle`le (c-a`-d.
dans la relation de concurrence ⌢).
Le diagramme de Hasse de l’ensemble ordonne´ D(E) repre´sente le graphe
d’e´tat-transition du processus E . Tout carre´ du diagramme code deux tran-
sitions qui peuvent avoir lieu en paralle`le. Dessinons ce diagramme pour la
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structure d’e´ve´nements pre´sente´e avec l’Exemple 3.2.2.5
∅
a b c
d ab ac bc g
db dc e abc f bg
de dbc ec af fg
dec df ef
def
???????

???????

???????

????????

???????
OOOOOOOOOOOOO

OOOOOOOOOOOOO
???????


oooooooooooo

???????

???????


???????
OOOOOOOOOOOO
OOOOOOOOOOOOO
??????

??????
Nous avons maintenant tous les e´le´ments pour pre´senter le proble`me du
bon e´tiquetage. Si on colore les areˆtes de ce diagramme par un alphabet
d’actions, alors on obtient une repre´sentation du processus E en tant que
automate. D’ailleurs, il est assez naturel de demander, dans ce coloriage, que
les conditions suivantes soient respecte´es :
De´terminisme : les transitions partant d’un meˆme e´tat sont colore´es par
des actions diffe´rentes,
Concurrence : chaque carre´ du diagramme est colore´ par deux actions σ, τ
selon le sche´ma suivant, qui sugge`re que σ, τ peuvent avoir lieu en
paralle`le :
•
••
•
σ

τ
???????
τ
???????
σ

Un coloriage concurrent sera de´termine´ par le coloriage des areˆtes premie`res.
Ces areˆtes ont la proprie´te´ qu’elles sont les seules areˆtes entrantes de leurs
5Dans le diagramme nous avons e´tiquete´ chaque configuration par ses e´le´ments maxi-
maux : par exemple, l’e´tat e´tiquete´ par ec est en effet la configuration { a, b, c, e }.
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buts, c-a`-d. elles ne donnent pas lieu au motif suivant :
••
• ???????

Les areˆtes premie`res sont a` la fois en bijection avec les e´le´ments de la structure
d’e´ve´nements : pour tout x ∈ E, posons ↓ x = { y ∈ E | y ≤ x } et ↓↓ x =
{ y ∈ E | y < x } ; on a alors que (↓↓x, ↓x) est une areˆte premie`re, et toute
areˆte premie`re a cette forme.
Par conse´quent, les coloriages concurrents des areˆtes du diagramme de
Hasse de D(E) sont en bijection avec les coloriages de E : e´tant donne´ un
coloriage λ de E, on de´finit un coloriage λ′ des areˆtes par
λ′(I, I ∪ {x }) = λ(x) .
Il nous reste a` e´tudier comment la condition de de´terminisme d’un co-
loriage concurrent de D(E) se transporte a` un coloriage de E. A` cette fin,
de´finissons cette autre relation :
– l’orthogonalite´ : x⌢y ssi x⌣y ou x⌢y
et de´finissons G(E), le graphe de E , par
G(E) = 〈E, ⌢ 〉 .
Le Lemme suivant explique le roˆle de la relation d’orthogonalite´ et du graphe
G(E).
Lemme 3.2.3. Un ensemble {x1, . . . , xn } est une clique du graphe G(E) si
et seulement si il existe une configuration C ∈ D telle que (C,C ∪ {xi }),
i = 1, . . . , n, sont des areˆtes distingue´es du diagramme de Hasse de D(E).
En utilisant ce Lemme on de´duit tout de suite le Corollaire suivant :
Corollaire 3.2.4. Un coloriage concurrent λ′ de D(E) est de´terministe si et
seulement si le coloriage λ de E est un coloriage du graphe6 G(E).
E´tant donne´ le roˆle central du graphe G(E), nous allons ci-dessous dessiner
6Rappelons qu’un coloriage d’un graphe 〈V,E〉 est une fonction λ : V −→ Σ, telle que
λ(v) 6= λ(v′) si vEv′.
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le graphe de la structure d’e´ve´nements de l’Exemple 3.2.2 :
a c
b
d f g
e
 JJ
JJ
JJ
JJ
JJ
J
 JJ
JJ
JJ
JJ
JJ

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv
*********
oooooooooooooooooooooo
99999999999999999999
--------------------------
Le lecteur ve´rifiera que le nombre chromatique de ce graphe est 4.
Nous sommes maintenant en mesure de pre´senter le proble`me du bon
e´tiquetage. Le lecteur aura de´ja` observe´ qu’il est toujours possible trouver un
coloriage de´terministe et concurrent de D(E). Le proble`me du bon e´tiquetage
demande de trouver un tel coloriage en utilisant un alphabet d’actions de
taille minimum, ou bien de calculer la taille de cet alphabet. Le proble`me
revient donc a` celui de trouver un coloriage de G(E) avec un nombre minimum
de couleurs, ou bien a` celui de calculer le nombre chromatique de G(E).
Un autre parame`tre qui nous inte´ressera est le degre´ de E , c-a`-d. le maxi-
mum des degre´s sortants dans le diagramme de Hasse de D(E). Le Lemme
3.2.3 implique que le degre´ de E est e´gal a` taille de la plus grande clique dans
G(E).
Nous allons formaliser les notions relatives au proble`me du bon e´tiquetage
directement en terme du graphe G(E).
De´finition 3.2.5. Un bon e´tiquetage de la structure d’e´ve´nements E est
un coloriage du graphe G(E). Le degre´ de E , note´ dans la suite ω(E), est le
nombre de clique de G(E), c-a`-d. le nombre ω(G(E)). L’indice de E , note´ dans
la suite χ(E), est le nombre chromatique de G(E), c-a`-d. le nombre χ(G(E)).
En soi-meˆme, calculer l’indice χ(E) e´tant donne´ une structure d’e´ve´nements
E , est un proble`me NP-complet7[7]. Plus ge´ne´ralement, on peut se poser la
question suivante :
Proble`me 3.2.6. E´tant donne´e une classe K de structures d’e´ve´nements, cal-
culer
χ(K) = max{χ(E) | E ∈ K } .
7On peut bien sur traduire ce proble`me en un proble`me de de´cision.
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Observons qu’on pourrait avoir χ(K) ≥ ω, c-a`-d. qu’il n’existe pas une
borne supe´rieure aux indices des structures d’e´ve´nements dans K. Ceci est
bien le cas – de fac¸on triviale – si K est la classe de toutes les structures
d’e´ve´nements. C’est a` ce proble`me qu’on fait re´fe´rence quand on parle du
proble`me du bon e´tiquetage. En particulier, on sera inte´resse´ aux classes
Kn = { E | ω(E) ≤ n } ,
obtenues en fixant une borne supe´rieure au degre´. Car ω(E) ≤ χ(E), on a
bien e´videmment n ≤ χ(Kn).
Rappelons a` ce point ce qui est connu a` propos du proble`me du bon
e´tiquetage. Le premier re´sultat est rien d’autre que le ce´le`bre The´ore`me de
Dilworth.
The´ore`me 3.2.7 (Voir [38]). Si la relation de conflit de E est vide, alors
χ(E) = ω(E).
Car dans ce cas, on a que x⌢y si et seulement si x, y ne sont pas com-
parable selon l’ordre, et donc un coloriage de G(E) n’est rien d’autre que un
partage en chaˆınes de l’ensemble ordonne´ 〈E,≤〉.
A` notre connaissance, l’ensemble des re´sultats pre´sents dans [7], avec le
The´ore`me de Dilworth, e´taient les seuls disponibles avant notre contribution.
Re´sumons-les :
The´ore`me 3.2.8 (Voir [7]). Si ω(E) = 2, alors χ(E) = 2. Il existe une famille
de structures d’e´ve´nements En, n ≥ 3, telle que ω(En) = n et χ(En) = n+ 1.
Ce the´ore`me nous a motive´ a` l’e´tude des structures d’e´ve´nements de degre´
3. Cet autre the´ore`me est en effet une ge´ne´ralisation du the´ore`me de Dilworth.
The´ore`me 3.2.9 (Voir [7]). Soit Kn,m la classe des structures d’e´ve´nements
E telles que ω(E) ≤ n et E contient au plus m couples en conflit minimal.
Pour tout n,m ≥ 0 il existe Cn,m ≥ 0 tel que
χ(Kn,m) ≤ Cn,m .
Par exemple, on peut poser Cn,0 = n, car si une structure d’e´ve´nements
ne contient pas des couples en conflit minimal, alors la relation de conflit est
vide.
A` pre´sent, des proble`mes fondamentaux restent ouverts. Entre autres, la
question si l’indice d’une structure d’e´ve´nements de degre´ fixe´ est borne´, c-a`-
d. est-ce que χ(Kn) < ω ? En attendant de pouvoir re´pondre a` cette question,
rappelons que la diffe´rence entre χ(E) et ω(E) peut eˆtre large. En effet, dans
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[7] on y trouve aussi le re´sultat suivant : il existe une famille des structures
d’e´ve´nements En, n ≥ 3, telle que χ(En)− ω(En) = O(log n). Re´cemment, en
collaboration avec M. Maurice Pouzet, nous avons propose´ une ame´lioration
de cet e´nonce´. Dans la famille de [7], on a χ(En)
ω(En)
≤ C, pour une constante C.
La proposition suivante montre que la diffe´rence entre indice et degre´ peut
eˆtre tre`s large :
Proposition 3.2.10 (Pouzet, S.). Il existe une famille En, n ≥ 1, de struc-
tures d’e´ve´nements telle que
χ(En)
ω(En)
= O((
5
4
)n) .
3.3 Un the´ore`me de bon e´tiquetage
En raison du The´ore`me 3.2.8, nous avons cherche´ des proprie´te´s structu-
relles qui puissent eˆtre a` l’origine de l’ine´galite´ ω(E) 6= χ(E), et avons abouti
a` conside´rer des structures dont l’ordre est un arbre. Nous allons dire qu’une
structure d’e´ve´nements E est arborescente si son ordre de causalite´ est un
arbre dans le sens suivant : pour tout x ∈ E l’ensemble { y ∈ E | y ≤ x } est
line´airement ordonne´ par ≤.
Le the´ore`me suivant est la majeure contribution apporte´e par [86].
The´ore`me 3.3.1. Si E est arborescente et ω(E) ≤ 3, alors χ(E) ≤ 3.
Nous allons en-suite pre´senter les ide´es derrie`re la preuve du the´ore`me.8
Cette discussion n’apportera pas une preuve plus courte, mais servira de
comple´ment et e´claircissement a` la preuve originale [86]. Nous nous servirons
d’une analogie, celle d’un groupe de fre`res qui sont en train d’he´riter de la
fortune de leur seul parent. Malheureusement, cette fortune ne peut pas eˆtre
partage´e entre fre`res et donc le fre`re le plus aˆıne´ – et le plus chanceux –
he´ritera de toute la fortune. He´riter d’une fortune est une fac¸on socialement
acceptable de s’enrichir car, en bref, on ne vole pas a` d’autres individus.
D’ailleurs, la re`gle qui statue que le fre`re plus aˆıne´ he´rite de tout, laisse
deux questions ouvertes. La premie`re concerne le certificat de naissance :
comment e´tablir qui entre fre`res est le plus aˆıne´, par exemple cette question
se pose naturellement pour des jumeaux. La deuxie`me question concerne les
fre`res plus jeunes : comment eˆtre suˆrs qu’eux aussi pourront s’enrichir de
fac¸on acceptable, c-a`-d. en respectant les re`gles de leurs socie´te´, sans voler ?
8Sur l’exposition de l’ouvrage pre´sent s’appuie l’exposition de la version journal de
notre travail [90].
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Heureusement, pour les structures d’e´ve´nements de degre´ 3, il existe une
re´ponse a` ces deux questions.
Venons maintenant a` la formalisation de ces ide´es, en sachant que de
maintenant E de´notera une structure d’e´ve´nements de degre´ 3. Pour x ∈ E,
nous allons dire que p est le pe`re de x si p est le seul recouvrement infe´rieur
de x.9Disons aussi que y est fre`re10 de x si x, y ont le meˆme pe`re. Or si x, y
sont fre`res avec meˆme pe`re p, alors x⌢y : en effet si z < y, alors z ≤ p et
donc z ≤ y. En particulier, si l’on conside`re que ω(E) ≤ 3, on peut avoir au
plus 3 e´ve´nements qui sont fre`res deux a` deux. De´finissons la socie´te´ de x
comme il suit :
Sx = { y ∈ E | x⌢y, y n’est pas un descendant d’un fre`re de x } .
Ici, pour ✭✭ y n’est pas un descendant d’un fre`re de x ✮✮ il faut comprendre
l’e´nonce´ formel suivant : ¬∃z(z ≤ y, et z est un fre`re de x). La hauteur de
x, note´e h(x) est le cardinal de l’ensemble { y ∈ E | y < x }. Soit ⊳ un
ordre line´aire11sur E qui respecte la hauteur : h(x) < h(y) implique x ⊳ y.
Nous penserons que la relation x ⊳ y e´nonce le fait que x est plus aˆıne´ que
y. Pour construire un coloriage de G(E), on proce´dera par approximations
successives : nous ferons l’hypothe`se qu’on posse`de un coloriage partiel λ de
G(E) – de´fini sur l’ensemble { z ∈ E | z ⊳ x } – qui utilise 3 couleurs ; nous
nous poserons le proble`me d’e´tendre ce coloriage a` x. De´finissons alors
O
⊳
x = { y ∈ E | x⌢y, y ⊳ x } .
et observons que la seule contrainte pour e´tendre λ est que x ne soit pas
colorie´ par une couleur qui apparaˆıt de´ja` dans O
⊳
x – c-a`-d. λ(x) 6∈ {λ(y) |
y ∈ O
⊳
x }.
La premie`re remarque est la suivante :
Lemme 3.3.2. Si y ∈ O
⊳
x, alors y ∈ Sx ou y est un fre`re plus aˆıne´ de x.
De´monstration. Si y ∈ O
⊳
x \ Sx, alors il existe un fre`re z de x tel que z ≤ y.
Soit p le pe`re de x, on a donc p < y, h(p) < h(x) et donc h(x) = h(p) +
1 ≤ h(y). D’ailleurs on a y ⊳ x, ce qui implique h(x) 6< h(y). On a donc
h(x) = h(y) et, en sachant que p < y, on trouve que x, y sont fre`res.
9On dit y est un recouvrement infe´rieur de x si l’intervalle ferme´ { z | y ≤ z ≤ x } est
re´duit a` l’ensemble { y, x }.
10Nous n’utiliserons pas le mot anglais ✭✭ sibling ✮✮, car ce mot contient de´ja` une notion
de fre`re plus aˆıne´.
11Plus pre´cise´ment, ⊳ est une relation transitive, antire´flexive et antisyme´trique, telle
que pour x, y distingue´s on a x⊳ y ou y ⊳ x.
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En particulier, si x est le fre`re plus aˆıne´, alors O
⊳
x ⊆ Sx. Dans ce cas,
nous pouvons e´tendre λ a` x, en statuant que x he´rite de toute la fortune –
c-a`-d. la couleur – de son pe`re p, λ(x) = λ(p).
Lemme 3.3.3. Si x est un fre`re plus aine´, alors λ – ainsi de´fini sur x – est
encore un coloriage partiel de G(E).
De´monstration. Soit y ∈ O
⊳
x et p le pe`re de x, alors x⌢y implique p < y
ou p⌢y. Si p < y, alors y est un fre`re plus aine´ que x, comme dans la
preuve du Lemme 3.3.2, et cela est une contradiction. Donc on a p⌢y et
λ(x) = λ(p) 6= λ(y).
Un fils unique. Le Lemme pre´ce`dent re´sout comple`tement le proble`me
d’e´tendre λ a` x si x est un fils unique. S’il y a plus qu’un fre`re, alors nous
devons re´pondre a` deux questions : qui est le fre`re plus aˆıne´ – c-a`-d. comment
on devrait de´finir ⊳ sur les fre`res – et, puis, comment les fre`res plus jeunes
devraient s’enrichir sans voler a` leurs socie´te´s – c-a`-d. comment on devrait
e´tendre λ aux fre`re plus jeunes. Les re´ponses a` ces deux questions est sugge´re´e
par le Lemme suivant, cf. [86, Lemmas 3,4] :
Lemme 3.3.4. Si x a deux fre`res, alors Sx = ∅. Si x, y sont les seuls fre`res
ayant le meˆme pe`re, alors Sx ⊆ Sy ou Sy ⊆ Sx ; en plus, Sx ∩ Sy est
line´airement ordonne´.
Observons que le Lemme – dont nous ne proposerons pas la preuve ici –
est en train de te´moigner qu’entre deux fre`res il y en a toujours un qui posse`de
au moins autant d’expe´rience que l’autre, dans le sens qu’il connaˆıt la socie´te´
de l’autre. Par exemple, si Sy ⊆ Sx, alors c’est x le fre`re expe´rimente´. Bien,
nous allons statuer que le fre`re expe´rimente´ est a` la fois le plus aˆıne´.
Trois fre`res. Si x, y, z sont trois fre`res distingue´s, alors le Lemme implique
qu’on peut choisir le fre`re plus aˆıne´ entre eux de fac¸on arbitraire : car O
⊳
x ⊆
{ y, z }, nous aurons aucun proble`me a` e´tendre λ en utilisant trois couleurs.
Deux fre`res. Si x, y sont les seuls fre`res, alors nous statuons que x est le
fre`re plus aˆıne´ entre eux si Sy ⊆ Sx – si Sy = Sx le choix est arbitraire. Soit
m l’e´ve´nements minimum de Sy = Sx ∩ Sy, alors nous pouvons de´finir λ(y)
comme la couleur diffe´rant de λ(x) et λ(m).
Que cette de´finition donne lieu encore a` un coloriage (partiel) de G(E) est
une conse´quence de la proprie´te´ structurelle suivante, cf. [86, Lemma 5] :
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Lemme 3.3.5. Si y est un fre`re plus jeune, alors sa socie´te´ est line´airement
ordonne´e et elle est compose´e – sauf pour l’e´le´ment minimum – par des fre`res
plus aˆıne´s. C-a`-d., si z ∈ Sy, et z 6= m alors z est un fre`re plus aˆıne´.
En conside´rant que les fre`res plus aˆıne´s he´ritent de la couleur de leur pe`re,
et que Sy est un ordre line´aire, on voit que λ(z) = λ(m) pour z ∈ Sy∩O
⊳
y. Par
conse´quent, λ(y) 6= λ(m) = λ(z). Le Lemme 3.3.5 est une conse´quence facile
du Lemme 3.3.4 : si z ∈ Sy et z 6= m, alors x, y ne sont pas des descendants
de quelque fre`re de z, sinon m ≤ y au lieu de m⌢y. On a donc x, y ∈ Sz,
de fac¸on que si w est un fre`re plus aˆıne´ z, alors la relation Sz ⊆ Sw implique
que {x, y, z, w } est une clique de G(E), une contradiction.
Nous avons ainsi termine´ l’exposition des ide´es derrie`re la preuve du
The´ore`me 3.3.1.
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Chapitre 4
µ-Calcul et alge`bre
Dans ce chapitre nous allons exposer les ide´es pre´sente´s dans l’article [89].
En ce faisant, nous proce´derons par l’exemple, afin d’inte´grer et comple´ter
l’exposition de´ja` disponible. Cet article constitue, a` notre avis, une premie`re
ligne d’arrive´ franchie d’un parcours de recherche – entrepris avec le travail
[82] et poursuivi avec [78] – qui se propose de de´velopper une compre´hension
alge´brique du µ-calcul propositionnel modale.
En effet, la logique propositionnelle modale est le domaine de la logique
ou` plus le point de vue alge´brique a e´te´ a` la fois utilise´ et de´veloppe´. En
sachant que les points fixes posse`dent des proprie´te´s alge´briques importantes,
voir [68], il nous a apparus inte´ressant et naturel de demander jusqu’a` quel
point l’alge`bre puisse eˆtre un outil essentiel pour e´tudier les logiques de point
fixe. Dans ce cadre, des articles tels que [72] montrent que le the´ore`me de
comple´tude et du mode`le fini du PDL puissent bien s’expliquer dans un
contexte alge´brique. D’ailleurs, des extensions des ces me´thodes au µ-calculs
propositionnel modale ne sont pas connues, ou meˆme elles sont impossibles.
Par exemple, la me´thode des filtrations n’est pas possible pour le µ-calcul
[54].
Notre objet d’e´tude est le the´ore`me de comple´tude de l’axiomatisation
de Kozen du µ-calcul propositionnel modale [99]. Ce the´ore`me est assez dif-
ficile, aussi pour le lecteur expert. Bien qu’on puisse le juger comme le plus
remarquable dans la the´orie des points fixes, il reste a` pre´sent isole´ et n’a pas
donne´ suite a` d’autres travaux scientifiques. Le travail [89] propose alors une
cle´ de lecture de [99] ; notre souhait est que, bien que cette cle´ soit partielle,
elle contribuera a` stimuler l’activite´ scientifique dans le domaine.
L’article s’appuie sur nombreuses ide´es de la the´orie des points fixes qui
e´taient pre´existantes notre travail. Au dela` des travaux [54, 99] nous voulons
mentionner d’autres. D’abord [55] qui a sugge´re´ que certaines ope´rateurs
puissent eˆtre des adjoints sur les alge`bres libres. Nous comptons aussi l’expo-
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sition en [4, Chapitre 9] de la proce´dure nomme´e ✭✭ subset construction ✮✮ et
le Lemme de transfert [4, §1.2.15]. L’adaptation de ce Lemme au contexte
alge´brique (ou` les treillis ne sont pas complets) et au proble`me de la comple´tude
a e´te´ sugge´re´ par l’analyse de l’implication fonctorielle dans les the´ories
d’ite´ration [25], voir par exemple [40, §7].
L’article [89], apparus d’abord en forme de re´sume´ en [83], a attire´ l’at-
tention de Yde Venema, chercheur qui excelle dans le domaine de la logique
modale et alge´brique. Cet inte´reˆt a abouti a` une collaboration [98] et a` la
mise en place du projet ✭✭ Modal Fixpoint Logics ✮✮, finance´ par le programme
Van Gogh de collaboration entre Pays-Bas et France.
4.1 Un the´ore`me d’e´limination des coupures
Celle des tableaux est une me´thode – bien connue en logique modale
– pour de´montrer la comple´tude d’un syste`me axiomatique. Avec un œil
ouvert vers la the´orie des preuves, on ne peut pas s’empeˆcher de remarquer
les similarite´s – mais aussi les diffe´rences – entre tableaux et preuves. Par
exemple, les re`gles de´ductives des tableaux incluent re`gles d’introduction de
la conjonction et de la disjonction, semblables a` celles d’un calcul des se´quents
pour la logique classique dans le style de Gentzen.
Prenons maintenant en conside´ration la re`gle1 de´ductive des tableaux
pour les connecteurs modaux de possibilite´ et ne´cessite´ :
φi , Φ ⊢
〈 〉φ1 , . . . , 〈 〉φn , [ ]Φ , Λ ⊢
(4.1)
Dans la re`gle, Λ de´note un ensemble de litte´raux, Φ de´note un ensemble de
formules et [ ]Φ de´note l’ensemble { [ ]φ | φ ∈ Φ }. Cette re`gle peut se com-
prendre comme il suit : si l’ensemble de formules 〈 〉φ1, . . . , 〈 〉φn, [ ]Φ,Λ
est satisfiable, alors l’ensemble φi , Φ est aussi satisfiable, pour tout i ∈
{ 1, . . . , n }.
Une autre lecture de cette re`gle, plus proche de la the´orie des preuves,
est la suivante : si le se´quent φi , Φ est inconsistant, alors il en est de meˆme
du se´quent 〈 〉φ1 , . . . , 〈 〉φn , [ ]Φ ,Λ.
Remarquons que, en principe, nous pourrions avoir d’autres raisons pour
affirmer que le se´quent 〈 〉φ1, . . . , 〈 〉φn, [ ]Φ,Λ est inconsistant. Par exemple,
il suffirait de trouver une formule inconsistante γ telle que le se´quent 〈 〉φ1∧
. . .∧〈 〉φn∧[ ]Φ,Λ ⊢ δ soit de´montrable. Une application de la re`gle de´ductive
1Plus pre´cise´ment, il s’agit d’un sche´ma de re`gles.
4.1. UN THE´ORE`ME D’E´LIMINATION DES COUPURES 41
de coupure permettrait alors de de´montrer l’inconsistance du se´quent qui est
conse´quence de 4.1.
Nous arrivons donc a` une diffe´rence fondamentale entre la the´orie des
preuves et la me´thode des tableaux : dans la dernie`re, les proble`mes pose´s
par la re`gle de coupure et la proce´dure d’e´limination des coupures ne sont pas
the´matise´s. En particulier, la re`gle de coupure est absente de l’ensemble de
re`gles de´ductives des tableaux pour la logique modale K. Ce fait peut avoir
une seule explication : la logique modaleK satisfait le the´ore`me d’e´limination
des coupures – de fac¸on a` ce que les tableaux puissent eˆtre rapproche´s a`
des preuves sans coupures. Comme d’habitude, un tel the´ore`me implique
(et en effet est e´quivalent au fait) que la re`gle 4.1 est inversible dans le
sens suivant : si Λ est un ensemble consistant de litte´raux et si le se´quent
〈 〉φ1, . . . , 〈 〉φn, [ ]Φ,Λ est inconsistant, alors il existe i ∈ { 1, . . . , n } tel
que le se´quent φi,Φ est aussi inconsistant.
Le point de de´part de notre e´tude alge´brique du µ-calcul a e´te´ de de´montrer
formellement cette proprie´te´ d’e´limination des coupures, d’abord pour la lo-
gique modale K et puis pour son extension, le µ-calcul propositionnel. Dans
un cadre alge´brique, une telle proprie´te´ peut s’e´noncer comme suit :
Proposition 4.1.1. Soit F(Y ) (ou Fµ(Y )) l’alge`bre de Lyndenbaum de la
logique modale K (du µ-calcul propositionnel modale), et soit Λ ⊆ Y ∪ ¬Y
tel que
∧
Λ 6≤ ⊥. Si la relation
∧
Λ ∧ 〈 〉φ1 ∧ . . . ∧ 〈 〉φn ∧
∧
[ ]Φ ≤ ⊥
est vraie dans F(Y ) (dans Fµ(Y )), alors il existe i ∈ { 1, . . . , n } tel que la
relation
φi ∧
∧
Φ ≤ ⊥
est aussi vrai dans F(Y ) (dans Fµ(Y )).
Rappelons qu’une logique propositionnelle L, ayant une axiomatisation
par des re`gles de´ductives, peut se conside´rer comme un syste`me alge´brique
– incluant dans sa signature les symboles ∨,∧, de fac¸on que les termes sur
cette signature soient les formules de la logique – axiomatise´ au premier ordre
par des formules de Horn. On peut conside´rer la classe des mode`les de ces
formules de Horn, et les morphismes entre mode`les. Ces mode`les sont appele´s
les alge´bre`s (ou mode`les alge´briques) de la logique L. Quand nous parlons
de µ-calcul propositionnel modale – en tant que logique propositionnelle – et
des ses alge`bres, nous pensons e´videmment a` l’axiomatisation propose´e par
Kozen [54].
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L’alge`bre de Lyndenbaum F(Y ) est le mode`le construit de la syntaxe
comme suit. Ses cle´ments sont les classes d’e´quivalence de formules φ dont
les variables propositionnelles libres appartiennent a` Y . Deux formules φ et
ψ sont e´quivalentes si la formule φ ↔ ψ est un the´ore`me. L’alge`bre F(Y )
est libre sur l’ensemble Y . C-a`-d., nous avons une fonction i : X −→ F(Y ),
qui associe a` une variable propositionnelle sa classe d’e´quivalence, avec la
proprie´te´ universelle suivante : si A est une alge`bre de L est v : Y −→ A
est une interpretation de variables dans A, alors il existe un seul morphisme
d’alge`bres v˜ tel que v˜ ◦ i = v.
La me´thode utilise´e pour prouver la Proposition 4.1.1 est repose sur deux
conside´rations de type alge´brique. D’abord le fait que l’alge`bre de Lynden-
baum F(Y ) est libre sur l’ensemble Y . Une conse´quence de cette proprie´te´
est que est projectif F(Y ) :si B −→ Fµ(Y ) est un e´pimorphisme, alors Fµ(Y )
est une sous-alge`bre de B – ou alors on dit que Fµ(Y ) est une re´traction de
B.
En suite, nous montrons que, e´tant donne´e une alge`bre arbitraire du µ-
calcul F qui ne satisfait pas la proprie´te´ de´crite par la Proposition 4.1.1,
on peut construire une alge`bre B avec un e´pimorphisme π : B −→ F qui
corrige ce de´faut. Or, si F = Fµ(Y ) et Fµ(Y ) ne satisfait pas la proprie´te´ de
4.1.1, alors Fµ(Y ) est une sous-alge`bre de B ou` le de´faut a e´te´ corrige´. Nous
invitons le lecteur a` ve´rifier que si une alge`bre satisfait la proprie´te´ de 4.1.1,
alors aussi chaque sous-alge`bre satisfait la meˆme proprie´te´. On de´duit par
conse´quence que Fµ(X) satisfait la proprie´te´, et donc on a une contradiction.
Cette me´thode compte quelques pre´ce´dents qui ont dirige´ notre travail.
Nous pensons d’abord a` la preuve de Alan Day que les treillis libres satis-
font la proprete´ de Whitman [36] ; nous pensons aussi a` la la preuve, due a`
Peter Freyd, que dans les topoi libres l’objet terminal est projectif et non
de´composable [59, §22].2
4.2 La the´orie des Of-adjoints
La Proposition 4.1.1 montre que le µ-calcul propositionnel modale sa-
tisfait un the´ore`me d’e´limination des coupures. Elle montre quelque chose
de plus forte : le µ-calcul propositionnel modale satisfait la proprie´te´ de la
sous-formule.3 Une premie`re conse´quence de cette proprie´te´ est la suivante :
2Cette dernie`re proprie´te´ revient a` dire que si, en logique intuitionniste d’ordre
supe´rieure, φ ∨ ¬φ est de´montrable, alors on peut de´ja` de´montrer φ ou bien ¬φ.
3Re´cemment un syste`me de´ductif pour la logique line´aire avec plus petits et plus grands
points fixes a e´te´ propose´ in [8]. Les coupures peuvent eˆtre e´limine´s de ce calcul qui
d’ailleurs ne satisfait pas la proprie´te´ de la sous-formule.
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Proposition 4.2.1. Dans l’alge`bre de Lyndenbaum Fµ(Y ) l’ope´rateur modale
de possibilite´ 〈 〉 posse`de un adjoint a` droite r, 〈 〉 ⊣ r. En plus, pour tout
φ ∈ Fµ(Y ), l’ensemble des ite´re´s { r
n(φ) | n ≥ 0 } est fini.
Rappelons que, pour deux ensembles ordonne´s P,Q et une fonction mo-
notone (ou` croissante) f : P −→ Q, un adjoint a` droite est une fonction
g : Q −→ P telle que
f(p) ≤ q ssi p ≤ g(q) , (4.2)
pour tout p ∈ P et q ∈ Q. Cette relation entre f et g est note´e d’habitude
par f ⊣ g. On dit aussi que g est le re´sidu de f , et on de´montre que g est
aussi monotone.
La formule r(φ) e´tant de´finie a` partir des sous-formules de φ – en exploi-
tant la proprie´te´ de la sous-formule – tous les ite´re´s rn(φ) sont des conjonc-
tions des sous-formules de φ, et sont par conse´quence en nombre fini.
La Proposition posse`de des conse´quences inte´ressantes pour la the´orie des
points fixes.
Proposition 4.2.2. Dans l’alge`bre de Lyndenbaum Fµ(Y ), le plus petit point
fixe µx.(φ∨〈 〉x) est la plus petite borne supe´rieure des approximations 〈 〉
nφ.
Le preuve consiste a` montrer que si 〈 〉nφ ≤ ψ pour tout n ≥ 0, alors
µx.(φ ∨ 〈 〉x) ≤ ψ. A` partir de la proprie´te´ d’adjonction, on de´montre que
φ ≤ rn(ψ), pour tout n ≥ 0, et donc on a φ ≤ χ ou` χ =
∧
n≥0 r
n(ψ).
Observons que χ est bien de´fini car c’est une conjonction d’un nombre fini
de formules, l’ensemble { rn(ψ) | n ≥ 0 } e´tant fini. Or 〈 〉χ ≤ χ, car
〈 〉χ = 〈 〉
∧
n≥0
rn(ψ) ≤
∧
n≥0
〈 〉(rn(ψ))
≤
∧
n≥1
〈 〉(rn(ψ)) =
∧
n≥0
〈 〉(r(rn(ψ)))
≤
∧
n≥0
rn(ψ) = χ ,
ou` nous avons utilise´ le fait que r est monotone et la relation 〈 〉(r(x)) ≤ x
qui de´coule de la relation d’ajoinction (4.2). Nous avons par conse´quence
φ ∨ 〈 〉χ ≤ χ, µx(φ ∨ 〈 〉x) ≤ χ et µx(φ ∨ 〈 〉x) ≤ χ aussi, car χ ≤ ψ.
Une remarque est maintenant d’ordre. Le lecteur qui connait la the´orie
des points fixes objectera que la relation
µx.(φ ∨ 〈 〉x) =
∨
n≥0
〈 〉nφ ,
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que nous venons de de´montrer, est toujours vraie, dans tout treillis complet,
de que l’ope´ration 〈 〉 posse`de un adjoint a` droite. Il s’agit d’un the´ore`me
qu’on peut attribuer a` Tarski (et Knaster) [94, §3].
La Proposition 4.2.2 est inte´ressante exactement par ce que l’alge`bre de
Lyndenbaum Fµ(Y ) n’est pas a` priori un treillis complet et, par contre, elle
montre que cette alge`bre rassemble a` un treillis complet – au moins en ce
qui concerne le plus petit point fixe de φ ∨ 〈 〉x. Nous avons montre´ qu’ils
existent toujours des mode`les alge´briques des µ-calculs qui ne sont pas des
treillis complets et qui ne rassembleront jamais a` des treillis complets. Dans
ce mode`les la relation
µ.f =
∨
α∈Ord
fα(⊥) , (4.3)
exprimant la fait que le plus petit point fixe de f peut eˆtre construit a` partir
des ses approximation fα(⊥), ne peut pas eˆtre re´alise´e. Cela est le contenu
de l’Exemple 2.2 et du The´ore`me 2.3 de [89].
La strate´gie ge´ne´rale de la preuve de comple´tude de [89] consiste a` cher-
cher une classe de formules S assez large telle que, si l’on conside`re une
formule φ(x) ∈ S et son interpretation sur l’alge`bre de Lyndenbaum en tant
que fonction monotone f : Fµ(Y ) −→ Fµ(Y ), alors le plus petit point fixe de
f est constructif au sens que la relation (4.3) entre f est µ.f est satisfaite.
Jusqu’a` maintenant, nous avons montre´ que S = {φ ∨ 〈 〉x } est une telle
classe. Pour e´largir une cette bien petite classe, nous cherchons d’abord a`
ge´ne´raliser l’argument pre´sente´ ci-dessus. A` ce fin, nous e´tudierons la sui-
vante ge´ne´ralisation de la notion d’adjoint.
De´finition 4.2.3. Soient P,Q deux ensembles ordonne´s. Une fonction mo-
notone f : P −→ Q est un Of-adjoint (a` gauche) si pour tout q ∈ Q il existe
un ensemble fini Gf (q) ⊆ P tel que, pour tout p ∈ P , on a
f(p) ≤ q ssi p ≤ c, pour quelque c ∈ Gf (g) .
Pour P un ensemble ordonne´, soit Of(P ) l’ensemble des section initiales
qui sont unions finies d’ide´aux principaux. C-a`-d. I ∈ Of(P ) si I est de
la forme I(c1, . . . , cn) ou` I(c1, . . . , cn) = {x ∈ P | ∃i t.q.x ≤ ci }. Si I =
I(c1, . . . , cn) et f : P −→ Q est monotone, alors nous posons Of(f)(I) =
I(f(c1), . . . , f(cn)). Il est e´vident que la correspondanceOf de´finit un foncteur
de la cate´gorie des ensembles ordonne´s vers elle meˆme. Le Lemme suivant
explique la raison du nom de Of-adjoint.
Lemme 4.2.4. f : P −→ Q est un Of-adjoint si et seulement si Of(f) :
Of(P ) −→ Of(Q) est un adjoint a` gauche.
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Les Of-adjoints posse`dent des proprie´te´s inte´ressantes pour la the´orie
des ensembles ordonne´s, par exemple ils pre´servent les plus petites bornes
supe´rieures des ensembles dirige´s. Bien que nous ayons abouti a` la De´finition
4.2.3 en e´tudiant le µ-calcul, remarquons que cette ge´ne´ralisation du concept
d’adjoint e´tait pre´e´xistante a` notre travail [37, 95].
Au fin de la the´orie des points fixes, il est ne´cessaire d’affiner la notion
d’un Of-adjoint de la forme f : P −→ P a` celle de Of-adjoint finitaire. A` ce
fin et pour p ∈ P , soit G(p, f) le plus petit sous-ensemble X ⊆ P tel que
p ∈ X et tel que Gf (p
′) ⊆ X chaque fois que p′ ∈ X.
De´finition 4.2.5. Nous disons qu’un Of-adjoint f : P −→ P est finitaire si
pour tout p ∈ P , l’ensemble G(p, f) est fini.
La proposition inte´ressante pour la the´orie des points fixes est la suivante :
Proposition 4.2.6. Soit P un ensemble ordonne´ avec un e´le´ment minimum
⊥ ∈ P . Si f : P −→ P est un Of-adjoint finitaire et le plus petit point pre´fixe
de f , µ.f ∈ P , existe, alors µ.f est la plus petit borne supe´rieure des ses
approximations finies fn(⊥) :
µ.f =
∨
n≥0
fn(⊥) . (4.4)
En retournant a` l’alge`bre de Lyndenbaum Fµ(Y ), nous de´montrons le fait
suivant :
Proposition 4.2.7. La correspondance
∇n : Fnµ (Y ) −→ Fµ(Y )
qui envoie le vecteur (φ1, . . . , φn) vers
∇n(φ1, . . . , φn) =
∧
i=1,...,n
〈 〉φi ∧ [ ]
∨
i=1,...,n
φi
est un Of-adjoint finitaire sur l’alge`bre de Lyndenbaum Fµ(Y ).
Encore une fois, la preuve de ce fait de´pende de la proprie´te´ de la sous-
formule. Il s’agit alors d’un exercice, long mais pas difficile, d’adapter cet
ensemble d’ide´es pour de´montrer la Proposition suivante.
Proposition 4.2.8. Soit S la classe des formules φ engendre´es a` l’aide de
la grammaire suivante :
φ = x |
∨
Φ |
∧
Λ ∧∇Φ | µx.φ
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ou`, comme d’habitude, Λ est un ensemble de litte´raux sur les variables pro-
positionnelles Y , x est une variable dont toutes ses occurrences dans φ sont
positives, et
∇Φ =
∧
φ∈Φ
〈 〉φ ∧ [ ]
∨
Φ . (4.5)
Soit φ(x, y1, . . . , yn) ∈ S et conside´rons l’interpre´tation de cette formule
comme fonction monotone f : Fµ(Y ) −→ Fµ(Y ) de la variable x. Alors
f est un Of-adjoint finitaire et par conse´quence son plus petit point fixe est
constructif, c-a`-d. il satisfait la relation (4.4).
Remarquons que les deux connecteurs logiques absents de la grammaire
ci-dessus sont la conjonction et l’ope´rateur de plus grand point fixe. Nous
allons de´dier le chapitre suivant a` l’e´tude de la conjonction dans le contexte
pre´sente´ ici. Il reste un proble`me ouvert de comprendre si on peut inte´grer
et comprendre le plus grand point fixe dans la the´orisation propose´e.
4.3 Le proble`me de la conjonction
Nous nous proposons en suite d’e´largir la classe S des formules dont l’in-
terpre´tation sur l’alge`bre de Lyndenbaum satisfait la relation (4.4). En bref,
nous souhaitons modifier la structure de la grammaire de la Proposition
4.2.8 afin de permettre un utilisation de la conjonction sans contraintes pour
engendrer les formules. L’outil pour atteindre ce fin est la ✭✭ subset construc-
tion ✮✮ de [4, §9, §9.4].
Le point de vue vectoriel. Nous allons en suite faire recours a` un fait bien
connu, l’e´quivalence expressive entre µ-calcul line´aire et µ-calcul vectoriel. On
peut naturellement comprendre ce dernier comme un calcul des plus petites
solutions des syste`mes d’e´quations. Rappelons que cette e´quivalence repose
sur la proprie´te´ de Bekic [81, §2.3] qui, a` un premier approche, est une recette
pour construire la plus petite solution d’un syste`me d’e´quations a` n variables
a` l’aide de la plus petite solution d’un syste`me d’e´quations a` n− 1 variables.
Nous nous limiterons a` prendre en conside´ration des formules du µ-calcul
qui ne contiennent pas des occurrences de l’ope´rateur ν de plus grand point
fixe. Une telle formule est de´finissable par le µ-calcul vectoriel comme e´tant
une projection de la plus petite solution d’un syste`me d’e´quations – que l’on
construit a` partir de la formule meˆme. Pour illustrer ce point – et aussi les
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points que suivrons – nous proce´derons par l’exemple et conside´rerons la
formule
µx.( [ ]x ∧ µy.( 〈 〉x ∨ [ ]y ) ) . (4.6)
A` cette formule on associe le syste`me d’e´quations
{
x = [ ]x ∧ y
y = 〈 〉x ∨ [ ]y
}
(4.7)
La proprie´te´ de Bekic nous instruit sur comment construire la plus petite
solution de ce syste`me selon la recette suivante. On e´limine d’abord la variable
y, en posant y = µy.( 〈 〉x ∨ [ ]y ). On trouve ensuite la plus petite solution
du syste`me
{
x = [ ]x ∧ µy.( 〈 〉x ∨ [ ]y )
}
c-a`-d. on pose x = µx.( [ ]x ∧ µy.( 〈 〉x ∨ [ ]y ) ). Un petit exercice montrera
que le couple (x, y[x/x]), c-a`-d.
x = µx.( [ ]x ∧ µy.( 〈 〉x ∨ [ ]y ) ) ,
y[x/x] = µy.( 〈 〉x ∨ [ ]y )
= µy.( 〈 〉(µx.( [ ]x ∧ µy.( 〈 〉x ∨ [ ]y ) ) ) ∨ [ ]y ) ,
est la plus petite solution de (4.7). Ce n’est pas par hasard que la formule
originaire, x, soit partie de cette solution. Aussi, on de´montre que si (x, y)
est une solution de (4.7), alors x = µx.( [ ]x ∧ µy.( 〈 〉x ∨ [ ]y ) ). En parti-
culier, cela montre que la formule (4.6) est de´finissable en tant que premie`re
projection de la plus petite solution du syste`me (4.7).
Il re´sulte souvent plus aise´ de travailler dans un contexte vectoriel, ce
que nous avons fait en [89], car ce point de vue est naturellement proche de
la the´orie des automates. Cet approche ouvre d’ailleurs des proble`mes bien
inte´ressants pour la the´orie des plus petits points fixes, par exemple celui
de comprendre la puissance expressive des fragments des µ-calculs qui sont
incomplets par rapport au vectoriel, c-a`-d. ils ne permettent pas l’application
de la proprie´te´ de Bekic. Un premier effort dans cette direction est le travail
[98].
Distributivite´ des ope´rateurs modaux. Il y a une interaction forte
entre point fixes est distributivite´. Par exemple, la hie´rarchie d’alternance
entre plus petits et plus grands points fixes est de´ge´ne´re´e sur les treillis dis-
tributifs. Une discussion assez approfondie portant sur cette interaction se
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trouve en [4, §9]. L’analyse de la conjonction en [89] passe a` travers cette
discussion, que nous illustrer ici dans le cas particulier de la logique proposi-
tionnelle modale K (dans sa veste alge´brique) et du µ-calcul propositionnel
modale.
Rappelons donc que les ope´rateurs modaux de possibilite´ et ne´cessite´ sont
de´finissables par l’ope´rateur ∇4, de´fini par l’e´quation (4.5) :
〈 〉x = ∇{x,⊤} , [ ]x = ∇{x} ∨ ∇∅ .
En principe, donc, on pourrait prendre cet ope´rateur comme primitif pour la
logique propositionnelle modale K. L’importance de cet ope´rateur provient
de la loi distributive suivante5 :
∇X ∧∇Y =
∨
R∈X⊲⊳Y
∇{ x ∧ y | (x, y) ∈ R }
ou`
X ⊲⊳ Y = {R ⊆ X × Y | ∀x ∈ X ∃y ∈ Y t.q. (x, y) ∈ R
et∀y ∈ Y ∃x ∈ X t.q. (x, y) ∈ R } .
En utilisant cette loi distributive de ∇ par rapport a` la conjonction ∧,
nous nous pre´fixons d’e´liminer les conjonctions apparaissent dans un syste`me
d’e´quations – en les poussant vers le bas de fac¸on circulaire. Il s’agit de la
me´thode de´crite dans [4, §9.3], que nous allons illustrer a` l’aide du syste`me
d’e´quations (4.7).
Re´e´crivons d’abord ce syste`me a` l’aide de l’ope´rateur ∇ :{
x = (∇{x} ∨ ∇∅) ∧ y
y = ∇{x,⊤} ∨ (∇{y} ∨ ∇∅)
}
Nous procedons d’abord a` une premie`re simplification ce syste`me :{
x = (∇{x} ∧ ∇{x,⊤}) ∨ (∇{x} ∧ ∇{y}) ∨∇∅
y = ∇{x,⊤} ∨∇{y} ∨ ∇∅
}
qui est conse´quence de simples transformations Boole´ennes :
x = (∇{x} ∨ ∇∅) ∧ (∇{x,⊤} ∨∇{y} ∨ ∇∅)
= (∇{x} ∧ ∇{x,⊤}) ∨ (∇{x} ∧ ∇{y}) ∨ (∇{x} ∧ ∇∅)
∨ (∇∅ ∧∇{x,⊤}) ∨ (∇∅ ∧∇{y}) ∨ (∇∅ ∧∇∅) ,
4Cet ope´rateur est note´ → en [50, 99], et appele´ modalite´ de recouvrement dans [34].
5Nous aimerions remercier Yde Venema pour nous avoir montre´ cette formule et en
explique´ l’utilite´. Les proprie´te´s e´quationnelles de l’ope´rateur ∇ sont e´tudie´s dans l’article
[20].
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et du fait que ∇∅ ∧∇X = ⊥ si X 6= ∅. Pour continuer on observera que
{x } ⊲⊳ {x,⊤} = { { (x, x), (x,⊤) } }
{x } ⊲⊳ { y } = { { (x, y) } }
et par conse´quence
∇{ x } ∧ ∇{ x,⊤} = ∇{ x } , ∇{ x } ∧ ∇{ y } = ∇{ x ∧ y } .
On abouti donc aux syste`me d’e´quations e´quivalent{
x = ∇{ x } ∨ ∇{ x ∧ y } ∨ ∇∅
y = ∇{x,⊤} ∨∇{y} ∨ ∇∅
}
ou`
1. les occurrences d’une conjonction se trouvent sous l’ope´rateur ∇,
2. chaque conjonction est de la forme
∧
S, ou` S est un sous-ensemble non
vide de variables qui apparaissent sur le cote´ gauche du syste`me (c-a`-d.
elles sont lie´s).
Pour e´liminer comple`tement la conjonction, nous allons introduire une
nouvelle variable z qui, implicitement, repre´sente la conjonction x ∧ y :

x = ∇{ x } ∨ ∇{ z } ∨ ∇∅
y = ∇{x,⊤} ∨∇{y} ∨ ∇∅
z = x ∧ y


On proce`de comme avant pour calculer un terme sz, e´quivalent a` x ∧ y, ou`
la conjonction est soumise aux contraintes (1) et (2) :
z = x ∧ y
= (∇{ x } ∨ ∇{ z } ∨ ∇∅) ∧ (∇{ x,⊤} ∨∇{ y } ∨ ∇∅)
= (∇{ x } ∧ ∇{ x,⊤}) ∨ (∇{ x } ∧ ∇{ y }) ∨ ⊥
∨ (∇{ z } ∧ ∇{ x,⊤}) ∨ (∇{ z } ∧ ∇{ y }) ∨ ⊥
∨∇∅
= ∇{ x } ∨ ∇{ x ∧ y } ∨ ∇{ z ∧ x, z } ∨ ∇{ z ∧ y } ∨ ∇∅
= ∇{ x } ∨ ∇{ z } ∨ ∇{ z, z } ∨ ∇{ z } ∨ ∇∅
= ∇{ x } ∨ ∇{ z } ∨ ∇∅ .
ou`, pour les dernieres deux etapes, nous avons considere´ que z∧x = x∧y∧x =
x ∧ y = z et, de fac¸on semblable, z ∧ y = z. Nous avons donc termine´ le
proce´de´, en ayant construit le syste`me d’e´quations suivant :

x = ∇{ x } ∨ ∇{ z } ∨ ∇∅
y = ∇{x,⊤} ∨∇{y} ∨ ∇∅
z = ∇{ x } ∨ ∇{ z } ∨ ∇∅

 (4.8)
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De´notons maintenant
{
x = tx
}
x∈X
le syste`me (4.7) et
{
u = su
}
u∈U
le syste`me (4.8). Remarquons alors les proprie´te´s suivantes :
1. on peut conside´rer que les variables dans U sont les sous-ensembles non
vides X – en identifiant x avec le singleton {x }, y avec le singleton
{ y }, et z avec l’ensemble {x, y },
2. la conjonction n’apparaˆıt pas dans les termes su,
3. si u ⊆ X et u 6= ∅, alors l’egalite´
∧
x∈u
tx = su[
∧
x∈u1
x/u1, . . . ,
∧
x∈un
x/un] (4.9)
est de´montrable dans la the´orie alge`brique de la logique modale K. Ici
U = {u1, . . . , un } et [
∧
x∈u1
x/u1, . . . ,
∧
x∈un
x/un] denote la substitu-
tion en paralle`le des variables ui par les termes
∧
x∈ui
x.
E´videmment, ce proce´de´ est tout-a`-fait ge´ne´ral et on peut le de´marrer a`
partir de n’importe quel syste`me de la forme
{
x = tx
}
x∈X
pour aboutir a`
un syste`me
{
u = su
}
u∈U
e´tant en relation avec le premier comme de´crit
ci-dessus.
Interpretation alge´brique. Le syste`me (4.8) que nous avons construit
n’est pas e´quivalent au syste`me (4.7), au moins dans un sens e´vident ou
reconnus. Il faut donc e´tablir la raison d’eˆtre de cette construction et, pour
ce faire, nous comprendrons la signification de l’e´quation (4.9) a` l’aide du
diagramme commutatif (4.10) qui suit.
Si A est une alge`bre modale K, alors un syste`me d’e´quations de la forme
{y = tx}x∈X donne lieux a` une fonction monotone t : A
X −→ AX , ou` AX
est le produit de A avec soi-meˆme X fois. En effet, si x ∈ X, alors t compose´
avec la projection πx : A
X −→ A est rien d’autre que l’interpre´tation de tx
dans l’alge`bre A. Le plus petit point fixe de la fonction t co¨ıncide avec la
plus petite solution du syste`me d’e´quations dans l’alge`bre A.
Dans la situation de´crite ci-dessus, nous avons deux fonctions t : AX −→
AX et s : AU −→ AU . En suite, pour un sous-ensemble non vide u ⊆ X et
pour un vecteur v ∈ AX , posons
iu(v) =
∧
x∈u
vx .
Soit i : AX −→ AU de´finie par le fait que πu ◦ i = iu, pour tout u ∈ U . La
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signification de l’e´quation (4.9) consiste alors a` dire que le diagramme
AX AX
AUAU
t
//
i

i

s
//
(4.10)
est commutatif.
La Proposition suivante est une conse´quence du Lemme de Transfert [4,
§1.2.15] et sugge`re une premie`re re´ponse pour l’e´quivalence cherche´e entre
(4.8) et (4.7).
Proposition 4.3.1. Si A est une alge`bre modale dont le re´sidu est un treillis
complet, alors i(µ.t) = µ.s.
En soi-meˆme, cette Proposition n’est pas d’aide, car on ne connait pas si
le re´sidu de l’alge`bre de Lyndenbaum Fµ(Y ) est un treillis complet.
6
D’ailleurs, la Proposition sugge`re qu’on se trouve sur le bon chemin, et
qu’il faut e´tudier la situation de´crite jusqu’a` maintenant plus en de´tailles.
Nous observons que la fonction i : AX −→ AU est monique, e´tant scinde´e
par π : AU −→ AX (c-a`-d. le compose´ π ◦ i est l’identite´ de AX) de´finie par
π(w)x = w{x } .
Nous avons alors trouve´ la Proposition suivante qui, pour nos fins, est bien
plus inte´ressante :
Proposition 4.3.2. Si le plus petit point fixe µ.s existe et est constructif,
c-a`-d. si la relation µ.s =
∨
n≥0 s
n(⊥) est vraie, alors µ.t existe aussi, avec
µ.t = π(µ.s). Aussi, µ.t est constructif, c-a`-d. µ.t =
∨
n≥0 t
n(⊥).
On peut alors donner la Proposition suivante.
Proposition 4.3.3. Soit Σ1 le fragment du µ-calcul propositionnel modale
de´fini par la grammaire suivante :
φ = x | ¬x | ⊥ | φ ∨ φ | ⊤ | φ ∧ φ | 〈 〉φ | [ ]φ | µx.φ .
Alors le plus petit point fixe (de l’interpre´tation) d’une formule φ ∈ Σ1 est
constructif, en satisfaisant l’e´quation (4.4).
6Bien qu’on puisse deviner que le re´sidu de l’alge`bre Fµ(Y ) n’est pas un treillis complet,
il n’existe pas une preuve de ce fait.
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Re´sumons la strate´gie suivie – que nous avons exemplifie´ avec la formule
(4.6) – pour demontrer cette Proposition :
1. on passe d’abord au point de vue vectoriel, en re´crivant la formule φ
en tant que syste`me d’e´quations {x = tx}x∈X ,
2. on re´crive chaque terme tx de ce syste`me en utilisant l’ope´rateur ∇ a`
la place de 〈 〉 et [ ],
3. on construit le syste`me {u = su}u∈U , ou` la conjonction y est limite´e
dans le contexte des ope´rateurs de la forme
∧
Λ ∧ ∇X, Λ e´tant un
ensemble de litte´raux,
4. car l’interpre´tation dans l’alge`bre de Lyndenbaum s : Fµ(Y )
U −→
Fµ(Y )
U du syste`me {u = su}u∈U est un Of-adjoint finitaire, son plus
petit point fixe est constructif par la Proposition 4.2.6 ; on utilise alors
la Proposition 4.3.2 pour de´duire que le plus petit point fixe de t :
Fµ(Y )
X −→ Fµ(Y )
X est constructif,
5. on revient enfin du syste`me {x = tx}x∈X a` la formule originaire φ, en
montrant que l’e´quivalence entre point de vue line´aire et point de vue
vectoriel s’e´tende a` la qualite´s des points fixes ; c-a`-d. on de´montre que
– sous certaines conditions – le plus petit point fixe de t est constructif
si et seulement si le plus petit point fixe de φ est constructif.
4.4 Le the´ore`me de comple´tude
Nous avons insiste´ assez sur l’importance de relation (4.4) et nous al-
lons dans la suite en expliquer la raison. Rappelons que la comple´tion de
Dedekind-MacNeille L d’un treillis L est le treillis complet dont les e´le´ments
sont les ide´aux normaux de I. C-a`-d., pour I ⊆ L, nous avons I ∈ L si et
seulement si I est (a) une section initiale : y ≤ x ∈ L implique y ∈ L), (b)
dirige´ : si X ⊆ I est un sous-ensemble fini, alors il existe y ∈ I tel que x ≤ y
pour tout x ∈ X, (c) normal : si z ≤ y pour tout y ∈ L tel que x ≤ y
pour tout x ∈ I, alors z ∈ I. L’ordre entre ide´aux normaux est donne´ par
l’inclusion. Le treillis L est une extension de L au sens suivant : si l ∈ L
alors l’ide´al principal de l, ↓ l = {x ∈ L | x ≤ l }, est un ide´al normal et
la correspondance l 7→↓ l est un homomorphisme de treillis. Cette corres-
pondance a posse`de une proprie´te´ remarquable : supposons que X ⊆ L est
tel que le supremum
∨
X existe dans L ; alors ↓
∨
X =
∨
{ ↓ x | x ∈ X }.
C-a`-d., ↓ pre´serve les suprema arbitraires et, de meˆme, il pre´serve les infima
arbitraires.
Rappelons quelques faits ulte´rieurs sur la comple´tion de Dedekind-MacNeille.
D’abord, si B est un alge`bre de Boole, alors B est aussi une alge`bre de Boole.
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Si A est une alge`bre modale K7 re´sidue´e – i.e. la modalite´ 〈 〉 est un adjoint
a` gauche – alorsA est aussi une alge`bre modale re´sidue´e ; en plus, l’inclusion ↓
deA dansA est un homomorphisme d’alge`bres modalesK. En combinant ces
remarques avec la Proposition 4.2.1, on obtient le fait suivant : la comple´tion
de Dedekind-MacNeille Fµ(Y ) est une alge`bre modale K et l’inclusion ↓est un
homomorphisme d’alge`bres K. D’ailleurs, nous sommes inte´resse´s a` la logique
modale K seulement en vert de son extension, le µ-calcul propositionnel mo-
dal. Il faut donc se demander si l’injection ↓ est aussi un homomorphisme
de mode`les alge´briques du µ-calcul. Cette question revient a` demander si les
points fixes sont pre´serve´s par ↓. Le Lemme suivant, dont la preuve repose
sur le fait que ↓ pre´serve tous les suprema, donne une premie`re re´ponse a`
cette question.
Lemme 4.4.1. Soient f : L −→ L et f : L −→ L tels que ↓ ◦f = f◦ ↓. Si
µ.f existe et il est constructif, alors ↓µ.f = µ.f .
Comme conse´quence de ce Lemme et de la Proposition 4.3.3, on peut
donc de´duire ce qui suit :
Proposition 4.4.2. Si φ ∈ Σ1, alors ↓ ◦φ = φ◦ ↓, c-a`-d., l’inclusion ca-
nonique de Fµ(Y ) dans A pre´serve l’interpretation de toutes les formules
appartenantes a` la classe Σ1.
Corollaire 4.4.3. Soit φ une formule appartenant a` la classe Σ1. Supposons
que, dans tout alge`bre modale K comple`te, elle ne soit pas satisfiable – au
sens que la relation φ ≤ ⊥ est toujours ve´rifie´e dans ces alge`bres. Alors
la meˆme relation, φ ≤ ⊥, est de´montrable dans le syste`me axiomatique du
µ-calcul propose´ par Kozen.
La preuve de ce Corollaire est un argument classique de la logique alge´brique.
Si la relation φ ≤ ⊥ est vraie dans toute alge`bre comple`te, alors elle est vraie
dans Fµ(Y ). Car l’inclusion ↓ est injective, alors la relation φ ≤ ⊥ est vraie
dans Fµ(Y ). Cette dernie`re affirmation est e´quivalente a` dire que cette rela-
tion est de´montrable a` partir des axiomes de Kozen.
On obtient donc un the´ore`me de comple´tude par rapport a` la classe des
alge`bres modales K dont le re´sidu a` un treillis forme un treillis complet.
Quel rapport donc avec les the´ore`mes de comple´tude usuels, qui conside`rent
la classe des mode`les standard, c-a`-d. les ensembles des parties des e´tats d’un
syste`me de transitions ? Nous avons pre´tendu en [89] que cette extension de
notre the´ore`me de comple´tude est possible et relativement aise´e. Que notre
pre´tention soit fonde´e et raisonnable a e´te´ documente´ par deux travaux qui
7C-a`-d., un mode`le alge´brique de la logique propositionnelle K.
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ont apparus en suite. D’abord notre travail en collaboration avec M. Venema
[98], ou` des techniques apparente´es a` celle expose´s ici ont amene´ a` une axio-
matisation ge´ne´rique pour des fragments du µ-calcul et a` leurs comple´tude
par rapport a` la classe des mode`les standard. Aussi, le travail [93] est le
comple´ment a` notre travail qui sert a` obtenir un re´sultat de comple´tude du
fragment Σ1 par rapport a` la classe des mode`les standard. Dans ce travail, on
propose une axiomatisation du µ-calcul qui inclut une re`gle a` branchement
infinitaire pour les operateurs de point fixe, re`gle qui repose sur la relation
(4.4). On y trouve en suite une preuve de comple´tude de cette axiomatisation
par rapport aux mode`les standard. Les re´sultats pre´sente´ dans [89] peuvent
aussi s’interpre´ter comme montrant que le syste`me de´ductif de [93] est tra-
duisible dans le syste`me de´ductif de Kozen, au moins en ce qui concerne le
fragment Σ1.
Chapitre 5
Conclusions
Nous avons re´sume´, dans cet ouvrage, les accomplissements d’une pe´riode
de recherche qui s’e´tale au long de huit ans. Nous en tirerons ici un bref bilan.
C’est peut eˆtre dans l’esprit du chercheur de ne jamais eˆtre satisfait de ce
qu’on a accompli, en souhaitant toujours pousser un peu plus loin les limites
des connaissances. Ou, plus ve´ritablement, c’est dans l’esprit des italiens de
vouloir se plaindre a` toute occasion. Nous commencerons donc notre bilan
en remarquant des difficulte´s qui ont accompagne´ le de´roulement de cette
pe´riode de recherche qui n’a pas certainement e´te´ line´aire.
Nous avons souvent senti le besoin de modifier le trajet de notre recherche
pour l’adapter au contexte scientifique local et du moment. Nous pensons
d’abord a` nos diffe´rents passages entre les mathe´matiques et l’informatique.
Nous pensons aussi a` notre adaptation au contexte scientifique franc¸ais. Or, la
the´matique de notre the`se de doctorat, que nous appellerons ge´ne´riquement
se´mantique cate´gorielle des langages de programmation, est tre`s peu a` la
mode en France. Le peu d’inte´reˆt, dans ce pays, pour nos travaux sur ce the`me
a entraˆıne´ la ne´cessite´ de travailler sur d’autres sujets afin de gagner une
certaine reconnaissance scientifique. Nous voulons eˆtre clair la` dessus : d’un
point de vue purement scientifique, l’abandon d’un parcours de recherche
et connaissance pour des raisons sociologiques est suˆrement reprochable ; et
cette conside´ration nous a jamais mis a` l’aise dans nos de´marches.
Apre`s ces difficulte´s qui ressortent du contexte scientifique, nous voulons
en mentionner d’autres qui, de nature bureaucratique et particulie`rement en
France, nous e´loignent trop souvent de la recherche pour nous poser des casse-
teˆte dans la vie quotidienne. Comme exemple, nous voulons prendre l’occa-
sion de ce texte officiel que nous sommes en train de re´diger pour de´noncer le
fait que la loi franc¸aise empeˆche de reconnaˆıtre les expe´riences de travail ac-
quises a` l’e´tranger. Il s’ave`re dans notre cas qu’un an et demi de travail dans
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le syste`me e´ducatif Danois, reconnu dans ce syste`me aux fins de l’anciennete´,
ne soit pas reconnaissable en France au meˆme titre, par loi. Il s’agit bien de
notre expe´rience personnelle, mais elle est partage´e par plusieurs autres cher-
cheurs franc¸ais qui ont eut l’occasion de travailler a` l’e´tranger. La disparite´
de traitement entre colle`gues chercheurs qui en de´coule et dont on s’aperc¸oit
ne peut alors que renforcer l’impression de´rangeante d’une me´fiance exces-
sive, enracine´e jusqu’aux institutions juridiques, des institutions franc¸aises
pour les homologues e´trange`res.
Nous pourrions continuer pendant plusieurs pages avec des remarques et
plaintes similaires, en suivant notre vocation italienne. En tant que scienti-
fique, il nous semble plus inte´ressant de comprendre les raisons d’un parcours
difficile et, e´ventuellement, d’en reconnaˆıtre les aspects positifs.
Avec ces fre´quents changements de route nous avons aborde´s dans nos
recherches un nombre important de sujets, la logique modale avec les points
fixes, la logique line´aire, les ordres et les treillis, les cate´gories, la concurrence
et la combinatoire. Cela a e´te´ suˆrement une conse´quence des circonstances,
mais nous devons aussi avouer que nous avons seconde´ avec ces changements
notre propre curiosite´ et un besoin continu de se confronter avec des nou-
veaux de´fis. Une conse´quence de nos pe´re´grinations est que nous ne pouvons
pas nous proclamer a` droit des experts dans chacun des sujets aborde´s ; nous
re´clamons par contre une valeur et un caracte`re particuliers de nos contribu-
tions dans chacun des sujets. Nous essayerons d’identifier cette valeur et ce
caracte`re.
Dans nos recherches, l’objectif principal consiste souvent a` de´velopper des
points de vue et des outils alternatifs a` ceux existants, plus qu’a` de´montrer de
nouveaux the´ore`mes. Nous pourrions ainsi dire qu’il s’agit de fertiliser le ter-
rain des connaissances, plutoˆt que de la production cumulative des connais-
sances. Ce caracte`re est possible graˆce a` notre expe´rience de recherche qui
s’e´tale sur plusieurs sujets et aussi sur plusieurs traditions scientifiques.
On retrouve ce caracte`re explicitement dans l’article [89] ou`, e´videmment,
il s’agit de reparcourir une logique bien connue, le µ-calcul modale, et le
the´ore`me de comple´tude pour cette logique a` l’aide des outils de l’alge`bre
universelle et de la the´orie des cate´gories. Le meˆme caracte`re re´apparaˆıt
dans les articles [76, 77, 6, 12] ou` l’on met a` l’e´preuve la puissance – et
en meˆme temps les limites – des outils de la the´orie des preuves dans le
contexte des logiques des points fixes, une approche qui n’a pas manque´ de
donner ses fruits : par exemple, le The´ore`me 3.4 de [6], e´tabli graˆce a` ces
outils, peut se conside´rer comme une importante ge´ne´ralisation d’un ce´le`bre
re´sultat de Rabin [73, 3]. Dans les deux travaux sur les treillis [87, 85] le
terrain des connaissances est fertilise´ par la rencontre mise en ouvre entre la
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tradition nord-ame´ricaine sur les treillis [47, 41], notamment lie´e a` la logique
e´quationnelle et a` l’alge`bre universelle, et celle franc¸aise [9, 31], ayant un
caracte`re plus proprement combinatoire. Il s’agit donc d’e´tudier en profon-
deur les proprie´te´s alge´briques de certains objets combinatoires et d’un autre
coˆte´, d’enrichir la the´orie abstraite par les nombreuses observations qu’on
peut ope´rer sur ces objets combinatoires.
Enfin, le travail [86] cache aussi sous plusieurs formes ce caracte`re qui
donne priorite´ a` la production d’outils mathe´matiques pour comprendre les
proble`mes. A` notre avis, le re´sultat principal obtenu dans cet article – meˆme
si on peut le conside´rer d’une certaine difficulte´ – est peu significatif si on
le conside`re hors contexte. Son importance consiste a` fournir des ide´es nou-
velles avec lesquelles aborder a` nouveau et en toute ge´ne´ralite´ la question du
bon e´tiquetage des structures d’e´ve´nements, sortant par conse´quent d’une
impasse d’une quinzaine d’anne´es. En ce qui concerne l’interaction entre dis-
ciplines, ce travail a constitue´ un petit de´fi pour nous : nous n’avons pas eu
a` disposition des outils pre´existants sur lesquels appuyer nos recherches, et
nous avons fait recours a` une importante dose d’imagination et cre´ativite´.
D’ailleurs, le proble`me meˆme naˆıt d’une exigence d’interaction entre disci-
plines : il s’agit d’e´tudier la concurrence a` l’aide de la the´orie des ensembles
ordonne´s. Possiblement a` cause de notre jeunesse en tant que chercheur en
the´orie de la concurrence, nous sommes d’avis que la dernie`re est encore une
exigence et un objectif a` atteindre, au lieu qu’une re´alite´ : c’est toujours la
the´orie des mono¨ıdes et des automates qui garde une interaction forte avec la
the´orie de la concurrence. Notre inte´reˆt pour le proble`me du bon e´tiquetage
peut alors aussi s’expliquer comme un de´sir de mettre en 1
2
uvre cette inter-
action entre concurrence et ensembles ordonne´s, sans ne´cessairement faire
recours aux outils traditionnels, les mono¨ıdes et les automates.
Pour terminer ce bilan, qui a analyse´ les implications de nos recherches sur
plusieurs disciplines et le caracte`re qui lui est propre, nous ferons mentions
du fait que meˆme ces recherches peuvent recevoir une attention particulie`re.
C’est le cas d’un de notre collaborateurs qui, e´tant orateur invite´, a de´die´
une heure entie`re sur une sce`ne de l’Universite´ Oxford en mentionnant un
apre`s l’autre une suite de nos the´ore`mes [97]. Cela nous a bien valu par les
autres le titre d’expert dans les logiques de point fixe – ce que simplement et
malheureusement signifie un nombre sans fin de taches de rapporteur sur ce
sujet spe´cifique.
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